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Prefacio

Esta é uma versao preliminar de um livro texto para a disciplina de Equagoes Diferenciais
do terceiro periodo dos cursos do IM-UFRJ. Ela tem evoluido constantemente e ainda pla-
nejo incluir mais alguns exercicios, modelos e, principalmente, acrescentar varios capitulos
de tépicos, que possam servir para o desenvolvimento de projetos (como, por exemplo, bi-
furcagoes em sistemas de equacoes e aplicagoes; sistemas cadticos; singularidade; sistemas
mecanicos e bioldgicos envolvendo cadeias de osciladores fracamente acoplados; uso de fer-
ramentas computacionais como Scilab e Matlab para o tratamento de sistemas de varias
equagoes; simulacoes computacionais de sistemas planetarios; e simulagoes computacionais
em modelagem molecular).

Este texto foi desenvolvido tendo em mente a atual ementa do curso, reproduzida a
seguir.

Objetivos:

Neste curso, além da familiarizacao com alguns conceitos e métodos essenciais de equacoes
diferenciais, busca-se o desenvolvimento de trés aspectos fundamentais. Primeiramente, a
importancia de equagoes diferenciais na modelagem dos mais diversos fenomenos, incluindo as
classicas aplicacoes em mecanica, assim como os modelos de dinamica populacional, reagoes
quimicas e bioquimicas e economia. Busca-se, também, destacar a importancia e a com-
plexidade de equacoes nao-lineares, que aparecem na maioria das aplicagoes mais realistas,
lancando-se mao de mais estudos qualitativos. E, devido a complexidade dos sistemas nao-
lineares, busca-se estimular o uso de ferramentas computacionais na analise dos modelos. O
estudo analitico e geométrico esta concentrado em modelos unidimensionais e bidimensio-
nais, mas estudos numéricos de modelos em mais dimensoes devem ser trabalhados em listas
e/ou projetos paralelos.

Topicos:

e Introdugao as equagoes diferencias (4 horas): Equagoes diferenciais de ordem
n. Modelos simples (e.g. decaimento radioativo, corpo em queda livre). Solugao
geral versus solucao particular. Condigoes iniciais. Equagoes separaveis.

e Equacgoes de primeira ordem - existéncia e unicidade (4 horas): Existéncia
de solugoes particulares e gerais. Método de Euler. Método de Picard. Unicidade
versus nao-unicidade de solugoes particulares.
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6 PREFACIO

e Equagoes de primeira ordem - aspectos geométricos (8 horas): Iséclinas.
Estudo geométrico de equacoes nao-autonomas. Equacgoes autonomas. Linhas de
fase. Bifurcacoes unidimensionais. Aplicacoes: dinamica populacional, reacoes
quimicas, modelos econdmicos.

e Equagoes de primeira ordem - aspectos computacionais (2 horas): Estudo
numérico de equagoes nao-lineares, linhas de fase e bifurcagoes.

e Equagoes de primeira ordem - solugoes explicitas (8 horas): Mais equagoes
separaveis. Equagoes homogéneas. Equacoes lineares. Equagoes exatas. Fatores de
integracao.

e Equagoes de segunda ordem redutiveis a de primeira ordem (4 horas):
Mudanca de variavel dependente. Mudanca de variavel independente. Aplicagoes:
equacao da corda suspensa, corpo em queda livre com resisténcia do ar, lancamento
de um projétil, etc.

e Equacgoes lineares de segunda ordem - solugoes explicitas (6 horas): Poli-
nomios caracteristico. Solugoes analiticas (raizes reais distintas, reais iguais e com-
plexas conjugadas). Solugdes explicitas de equagoes for¢adas por polinémios, expo-
nenciais e solenoidais. Oscilador harmonico forcado.

e Sistemas bidimensionais lineares (4 horas): Sistemas lineares auténomos. Ca-
sos canonicos e nao-canonicos. Plano de fase.

e Sistemas bidimensionais nao-lineares auténomos integriveis (8 horas):
Sistemas integraveis. Aplicagoes: equagao de Lotka-Volterra (predador-presa), equa-
¢ao do péndulo sem atrito, equagao da mola (normal, macia e dura), equacao de
Duffing.

e Sistemas bidimensionais nao-lineares auténomos nao-integraveis (8 ho-
ras): Principio da linearizagdo. Modelo de espécies em competigao. Equacao do
péndulo com atrito. Oscilador de Van-der-Pol. Modelos de reagoes quimicas e bi-
oquimicas. Modelos em economia.

Referéncias Bibliograficas:

e D. K. Arrowsmith & C. M. Place, Dynamical Systems - differential equations, maps,
and chaotic behavior, Chapman & Hall, London, 1992.

e Rodney C. Bassanezi & Wilson C. Ferreira Jr., Fquacoes Diferenciais com Aplica-
coes, Editora Harbra Ltda, 1988.

e William E. Boyce & Richard C. DiPrima, FEquacoes Diferenciais Elementares e
Problemas de Valores de Contorno, John Wiley & Sons, Inc., 1977.

e D. G. Figueiredo & A. V. Neves, Fquacoes Diferenciais Aplicadas, IMPA, Rio de
Janeiro, 2002.



CAPITULO 1

Introducao as Equacgoes Diferenciais

1. Introducao e modelos simples

Equacoes diferenciais estao presentes em diversos modelos em fisica, quimica, biologia,
economia, engenharia, etc. Varias fenomenos envolvem a variacao de uma quantidade em
relacao a outra, levando naturalmente a modelos baseados em equacoes diferenciais. Podemos
ter variagoes temporais de, por exemplo, a posicao de um objeto, a temperatura de um
material, a concentragao de um agente quimico, a concentragao de um poluente ou nutriente
em um meio, a umidade do ar, o nimero de habitantes de uma cidade, a densidade de
bactérias de uma cultura, a densidade de massa de um gas, o valor de uma mercadoria, o
cambio entre moedas, o produto interno bruto de um pais, etc. Além de variacoes temporais
dessas quantidades, podemos ter variacoes em relacao a outras quantidades, como variagao
de temperatura em relacao a posicao e variacao de densidade de massa de um fluido em
relacao a temperatura, por exemplo.

As equacoes diferenciais sao expressoes matematicas de certas leis envolvidas em uma
modelagem, que podem, por exemplo, ser leis fundamentais, como a segunda lei de New-
ton, empiricas, como em reagoes quimicas, ou heuristicas, como em dinamica populacional,
conforme veremos adiante.

Equagoes diferenciais simples aparecem em Calculo I, quando do calculo de primitivas
de fungoes. Neste caso, dada uma func¢do g = ¢(t), buscamos uma fungao x = z(t) tal que

dz(t)

G = g(t).

A relativa simplicidade desta equacao estd no fato de que o lado direito da equacao acima
nao depende da incégnita z = x(t). A derivada de x = z(t) estd dada explicitamente em
termos de uma funcao conhecida. Nesse caso, a solucao pode ser obtida, em principio, por
integracao direta.

Por outro lado, as equagoes diferenciais de maior interesse sao tais que a derivada da
funcao procurada depende da prépria funcao. Um exemplo é a equagao

dx

— = —\uz,

dt
onde A > 0. Esta equacao aparece em decaimento radioativo, que veremos a seguir. Se
x = z(t) indica a massa de um material radioativo, a primeira derivada x'(t) = dx/dt indica
a taxa de variacao dessa massa em relacao ao tempo. A equacao diferencial diz que essa
taxa de variacao é negativa, indicando um decaimento, e esse decaimento é proporcional a
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8 1. INTRODUCAO AS EQUACOES DIFERENCIAIS

massa do objeto, em cada instante de tempo. Isso é natural, pois quanto maior a massa,
maior o decaimento, ou seja, mais atomos desse material se desintegram em outros. Que
essa dependencia ¢ linear segue de observagoes experimentais; essa é uma lei empirica.
Mais geralmente, uma equacao diferencial é uma equacao cuja incégnita é uma funcao e
cuja equacao envolve derivadas dessa funcao procurada. Mais especificamente, consideramos

uma equagao da forma
dx d"z
Fltz,—,...,— | =0.
( e dt”)
onde t é uma varidvel independente, F' = F(t,z,xy,...x,) é uma funcdo real de n + 2
varidveis e x = z(t) é uma varidvel dependente, que é a fungao procurada (incdgnita). Esta
é uma equacao de ordem n, indicando a derivada de ordem mais alta presente na equacao.
A equacao

dz
— = g(t).
P g(t)

pode ser escrita na forma acima tomando

dzx dx
F — | = -
(t,w, dt) 9(t) =

Analogamente, a equagao

dx
|
dt v
corresponde a
dx dx
Fltx,— )=\ —.
< ' dt) ST
Ambas sao equacoes de primeira ordem. Outros exemplos sao
4 3 2 2
d d d
d—tf = cos(tx), xQd—g +cost+t =0, (d—tf - Qx) =2 +1, cos (d_f) = sin(z).

que sao equagoes de ordem 4, 3,2 e 1, respectivamente. Observe que, em cada equacao de
ordem n, os termos de ordem mais baixa (ou seja, as derivadas de ordem menor que n)
podem ou nao aparecer explicitamente.

Podemos, também, fazer uma distincao quanto a presenca explicita da varidvel ¢ na
equacao diferencial. Compare, por exemplo, as equacoes

dx \ dx ;

— =z — =tx.

dt ’ dt
A esquerda, a variavel ¢t s6 aparece implicitamente, na derivada de x, enquanto que a direita,
a variavel t aparece explicitamente no lado direito. Mais geralmente, podemos considerar

equacoes das duas formas

dz d"z dz d"z
F — . — ] = F — ... — ] =0.
<t7 x’ dt? ) dtn) 07 <'CE7 dt’ b) dtn) 0



1. INTRODUCAO E MODELOS SIMPLES 9

com a variavel independente t aparecendo explicitamente ou nao. Quando a variavel ¢ nao
aparece explicitamente, temos o que chamamos de equacao autonoma. Caso contrario, temos
uma equacao nao-autonoma .

A idéia é que equagoes autonomas modelam fenomenos fechados, sem interferéncia sa-
zonal externa no sistema. Pode até haver uma influéncia externa, como a gravidade, mas
ela nao pode variar com o tempo. Por outro lado, em equagoes nao-autonomas, algum fa-
tor externo pode estar influenciando o sistema e variando com o tempo. Por exemplo, em
modelos em que a radiagao solar é importante, a equacao diferencial tem que incluir algum
mecanismo explicitamente dependente do tempo e relacionado com a variacao da radiagao
segundo a hora do dia e a época do ano. Em geral, a andlise de sistemas autonomos é mais
simples. Isso serd explorado ao longo do curso.

Quanto a notagao, é claro que ela nao é rigida, podemos escrever, por exemplo,

dy d"y
F —,...,— | =0
('CE7 y7 dl” 9 dxn) 7

onde x é a variavel independente e y = y(z), a funcdo procurada. A notacao apropriada
depende do contexto; a variavel independente pode denotar o instante de tempo ¢ ou uma
posicao x, por exemplo, e a incégnita pode ser a posicao = de um objeto, a temperatura T’
de um material, a concentracao s de alguma substancia quimica, o valor p de um produto
financeiro, etc.

Para simplificar a notacio, podemos usar ', z”, 2, 2@ 2 .. para indicar as deriva-
das, quando a variavel independente estiver clara no contexto. Assim, as equagoes acima
podem ser escritas como

) = cos(tx), 22x" +cost+t=0, (2" —22)2=22+1, cos(z')=sin(z).

No caso especifico da variavel independente ser uma variavel temporal, é costume, prin-
cipalmente em Mecanica Classica, se utilizar as notacoes & e @ para indicar as derivadas de
primeira e segunda ordem, comuns nesses problemas gracas a lei de Newton.

Uma equagao diferencial do tipo descrito acima é dita ordindria, pois envolve apenas
derivadas em relacao a uma tnica variavel independente real. Veremos, também, sistemas
envolvendo mais de uma equacao diferencial ordinaria, com uma mesma variavel indepen-
dente. Ha, porém, varios outros tipos de equacoes diferenciais, como parciais, complezas,
integro-diferenciais, funcionais, estocasticas, com retardamento, etc. Essas outras equagoes
diferenciais modelam uma gama ainda maior de fenomenos e possuem, em geral, carac-
teristicas mais complicadas que as das equagoes ordindrias, mas ha muitas semelhancas e o
entendimento destas é fundamental para o das outras.

1.1. Corpo em queda livre. Um objeto de massa m se encontra a uma distancia
h(t) do solo (figura 1.1). O seu peso é o produto mg, onde g é a aceleracao da gravidade.
A sua velocidade vertical é a derivada dh/dt, e a sua aceleragao, d?*h/dt?. Pela segunda
lei de Newton (for¢a = variagdo de momento = massa vezes acelera¢do, no caso de massa
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constante), temos

d*h

—-mg =m—s;.

TR

0 que nos leva a seguinte equagao diferencial de segunda ordem:
&*h

az - 7

(a) (b)

eixo h eixo h

h=h(t) ;- ‘ 1 h = h(t)

h=0 T 7TrTTTTITITTITTTTIT h=0 T r7rrrrrrrriiiziiiir

Ficgura 1.1. Corpo em queda livre, com altura h(t) em relagdo ao solo e
velocidade v no caso (a) laminar, com baixa velocidade, e (b) turbulento, com
alta velocidade.

No caso de levarmos em consideragao a resisténcia do ar, causada pelo atrito do ob-
jeto com o ar, devemos adicionar um termo dependente da velocidade dh/dt¢. Diferentes
modelagens costumam ser consideradas, tais como resisténcia dependendo linearmente ou
quadraticamente da velocidade. Na pratica, a dependéncia é mais complicada e a resisténcia
ainda depende da forma do objeto, conforme estudado em aerodinamica. Tipicamente, a
baixas velocidades, a dependéncia é predominantemente linear, ao passo que a altas velo-
cidades, devido a turbuléncia do ar proxima a superficie do objeto, a resisténcia se torna
predominantemente quadratica.

Uma maneira de entender a modelagem dessa resisténcia do ar é a seguinte. Imagine
que o corpo tenha uma se¢ao horizontal de drea A (perpendicular ao eixo vertical h). Seja
v = dh/dt a sua velocidade. Em cada unidade de tempo ¢, o objeto percorre uma distancia
d = vt e, durante esse tempo, ele desloca uma massa de ar da ordem de pAd = pAvt, onde p
¢ a densidade do ar. Digamos que essa massa de ar saia da frente do objeto e passe para tras
dele, ganhando velocidade e passando a se deslocar com a mesma velocidade v que o objeto,
pelo menos por um breve instante de tempo (fenomeno chamado de “védcuo”, em corridas
de automével). Com isso, essa massa de ar ganha um momento da ordem de

p = momento = massa vezes velocidade = pAv*t.
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Isso significa que essa massa de ar sofreu a acao de uma forca igual, pela segunda lei de
Newton, a
2
= pAv©.
Como a toda acao corresponde uma reacao de igual intensidade, isso significa que essa massa
de ar exerce sobre o objeto uma forca de igual intensidade e de sentido contrario. Na verdade,
isso expressa a idéia de que o momento do objeto é transferido totalmente para a massa de
ar.
A descricao acima estd, na verdade, muito idealizada. Na pratica, a massa de ar nao
ganha toda essa velocidade e apenas parte do momento do objeto é transferida para o ar.
Podemos representar isso com a ajuda de uma constante multiplicativa C'p/2, na relagao

1
f= §C'D,0A122.

Essa forca, agindo no objeto e contraria ao movimento, é chamada, em aerodinamica, de
arrasto e o termo Cp, de coeficiente de arrasto. Esse coeficiente de arrasto, no entanto, nao
¢é universal, ele depende da forma do objeto. E mesmo para um mesmo objeto, ele nao
constante em relacao a velocidade. Mais precisamente, ele depende da forma do objeto
de uma quantidade adimensional chamada de nimero de Reynolds, Re = plv/u, onde [
um comprimento tipico do objeto e p é a viscosidade do ar (ou de qualquer outro fluido,
pois as consideragoes acima nao se restringem a objetos se deslocando no ar). Observe que
podemos considerar objetos com a mesma forma mas dimensoes diferentes (e.g. bolas de
diferentes diametros). A dependéncia na forma do objeto é extremamente complicada, mas
uma vez fixada a forma, a dependéncia do coeficiente de arrasto no tamanho do objeto é mais
simples. Essa idéia é utilizada no desenvolvimento de aeronaves, construindo-se modelos em
escala menor e compensando com o aumento da velocidade (que, em um tinel de vento,
pode ser controlada), para obter o mesmo coeficiente de arrasto e permitir uma anélise da
performance aerodinamica da aeronave.

Varios experimentos foram realizados com diversos objetos e com velocidades varidveis,
indicando que o coeficiente Cp = Cp(Re) varia de maneira inversamente proporcional a Re,
para valores baixos de Re, e é aproximadamente constante, para valores altos de Re. Como
Re é proporcional a velocidade, isso indica, de fato, que o arrasto depende da velocidade
de maneira aproximadamente linear, a baixas velocidades, e de maneira aproximadamente
quadratica, a altas velocidades.

No que se segue, nao nos preocuparemos com tantos detalhes. Vamos considerar re-
sisténcias lineares ou quadraticas, indicando um coeficiente de resisténcia apropriado. Por
exemplo, no caso de resisténcia linear, temos simplesmente a equagao

& db
Mz =" de’

onde k é um coeficiente de resisténcia apropriado, considerado positivo. Note o sinal de menos
em frente ao coeficiente de resisténcia. A forca de resisténcia é contraria ao movimento.

D O O~
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O modelo no caso de resisténcia linear quadratica é deixado como exercicio (exercicio

1.2).

1.2. Decaimento radioativo. Se considerarmos um certo material radioativo, uma lei
para a evolucao da quantidade de massa desse material diz que a tara de variacao dessa
massa por unidade de tempo em um determinado instante é proporcional a quantidade de
massa ezistente naquele instante. Assim, se x = z(t) denota a quantidade de massa no
instante ¢, a taxa de variacao de massa por unidade de tempo é dx(t)/dt e essa lei diz que
existe uma constante de proporcionalidade A tal que

dz(t)
ke Az(t).
O sinal foi escolhido por esperarmos um decaimento de massa, de modo que A > 0.

Por exemplo, o carbono-14 se transforma em nitrogénio-14, com a emissao de radiacao
B~ (elétron altamente excitado), numa reacdo que pode ser descrita através da férmula

Cg' — Ni* + ¢, ou simplesmente Cg* Z, Ni*. A notagio Cg* indica um dtomo com ntimero
atomico 6 (nimero de prétons no nicleo) e nimero de massa 14 (ndmero total de prétons
e néutrons), dando um total de 8 néutrons. O termo e indica simplesmente um elétron.
O carbono-14 é um atomo com ntcleo instavel e, nessa reagao, um néutron se transforma
espontaneamente em préton, com a criacao e emissao de um elétron altamente excitado, de
forma a equilibrar eletricamente a reacao. Essa reacao estd ilustrada na figura 1.2.

®0
O ® @ proéton
go. o) J (O néutron
(CHON] @ clétron
N4
o
O ‘e
se
@O ) B
ot o

e

F1GURA 1.2. Decaimento radioativo do carbono-14 em nitrogénio-14, com a
emissao de um elétron, em decaimento do tipo beta. Nessa ilustragao, apenas
o nucleo de cada atomo estd representado, as respectivas nuvens de elétrons
nao aparecem.

A maioria dos atomos de carbono sao do isétopo estavel carbono-12, mas ha uma pequena
quantidade do isétopo radioativo carbono-14. Em um organismo vivo, ha uma constante
troca de carbono com o meio, de tal forma que a quantidade de carbono-14 presente no
organismo vivo é mantida constante. Por sua vez, a quantidade de carbono-14 na atmosfera
¢ mantida constante gracas a um continuo bombardeamento de raios césmicos, gerando
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néutrons livres, que, por sua vez, bombardeiam o nitrogéneo, produzindo o isétopo carbono-
14. Quando o organismo morre, a troca de carbono com o meio cessa e a quantidade de
carbono-14 no organismo comeca a diminuir, devido ao seu decaimento radioativo. KEssa
diminuicao é o que permite a datacao arqueoldgica de fésseis.

A meia-vida de um elemento radioativo é o tempo necessario para que a massa de um
material composto por esse elemento diminua a metade. A meia-vida do carbono-14 é de
aproximadamente 5730 anos, sendo este material apropriado para estimar a idade de fésseis
de alguns milhares de anos. Para datagoes mais antigas, relacionadas a fendmenos geologicos,
¢ mais apropriado usar elementos radioativos com uma meia-vida maior. Por exemplo, a
meia-vida do potassio-40 é de aproximadamente 1,3 bilhoes de anos. Este elemento se
transforma em argonio-40, com a emissao de um pdsitron, e* (produto da transformacao

; A ~ Bt .~
de um préton em néutron), na reacdo Kiy — Arfs + e*, ou Ki) “— Ari2. Essa radiacio

¢ também chamada de radiacao beta, mais especificamente radiacao 1. Medindo-se a
quantidade de argonio preso em rochas é possivel se determinar a idade de certas formagoes
geologicas. No entanto, como o argonio se encontra naturalmente na forma de um gés, esse
método nao se aplica a formacgoes sedimentares, pois o gés tende a escapar através de meios
pPOrosos.

Alguns decaimentos radioativos nao geram imediatamente isétopos estaveis, sendo ne-
cessaria uma reacao em cadeia para atingir elementos estaveis. Um exemplo desse tipo de
reagao €

L U e )
2seg Thrs 9hrs 25 000anos

Em cada reacao, indicamos a meia-vida do elemento em questao.

@ proéton
O néutron

@O
vy oo

4
Hej

F1GUrRA 1.3. Decaimento radioativo do tipo alfa, como o decaimento do
uranio-235 em tério-231, com a emissao de uma particula alfa (um nicleo
de hélio, com dois prétons e dois néutrons). Nessa ilustracao, apenas o nicleo
de cada atomo esta representado, as respectivas nuvens de elétrons nao apa-
recem.
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Outros tipos de decaimento radioativo envolvem radiacao alfa (emissdo de um nucleo de
hélio, com dois prétons e dois néutrons) ou radiagdo gama (emissao de um féton altamente
energético). Por exemplo, o uranio-235 pode se transformar em tério-231, com a emissao de
radiacdo alfa, ou seja Ugy® — Thas! 4 Hej (figura 1.3). Nessa reacio um par de néutrons e
um par de prétons sao expelidos do nicleo, reduzindo o nimero atomico de duas unidades
e o numero de massa de quatro unidades. A emissao de radiacdo gama, por sua vez, nao
envolve mudanca no nimero atomico nem no ntimero de massa, apenas uma diminuicao na
energia, com a emissao de um féton.

A fissao nuclear é um outro tipo de reacao nuclear bastante importante, na qual um
atomo pesado e instavel se quebra em dois ou mais dtomos. Esse tipo de reacao é tipica-
mente iniciada com o bombardeamento de néutrons. Essa reacao gera ainda mais néutrons,
podendo causar uma reacao em cadeia, como explorado em bombas nucleares. A de Hi-
roshima foi baseada em uranio-235, enquanto que a de Nagasaki foi baseada em plutonio.
Fissoes nucleares controladas também sao utilizadas em reatores atomicos, para a geragao
de energia. O processo todo leva a um sistema de equagoes diferenciais, apresentando um
comportamento bem mais complicado. Em situacoes controladas, porém, a fissao nuclear
também pode nos levar a um decaimento proporcional a massa.

Assim, em varias situagoes, temos a equacao

' (t) = =z (t),

indicando que a massa do material diminui, em cada instante, a uma taxa proporcional
a massa naquele instante. Para simplificar a notacao, podemos omitir a dependéncia de
x = z(t) em relagdo a t e escrever apenas

==\

Com isso, procuramos uma funcdo x = z(t) cuja derivada seja um multiplo da prépria
funcao z. Do Calculo, sabemos que uma tal funcao é a exponencial z(t) = exp(—At). Mais
geralmente, podemos multiplicar por uma constante C' nao nula qualquer, chegando a uma
solucao

x(t) = Ce™.

Posteriormente, veremos uma maneira mais direta de acharmos essa solucao.

1.3. Crescimento populacional. Um exemplo similar ao de decaimento radioativo
é o de crescimento populacional. Um caso simples é o de crescimento de uma colonia de
bactérias. As bactérias se reproduzem por divisao celular, com cada bactéria dando origem a
duas. Em condicoes favoraveis, a populacao de bactérias se reproduz a uma taxa proporcional
ao numero total de bactérias: em uma dado intervalo de tempo At, a populagao de bactérias
cresce de um nimero Ax proporcional ao total x de bactérias e proporcional ao intervalo de
tempo At (quanto mais bactérias e quanto maior o intervalo de tempo, maior o crescimento).
Denotando por i > 0 a constante de proporcionalidade, temos

Az = prAt.
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bactéria papel biolégico meio tempo de geragao

Escherichia coli infeccoes intestinais, glicose e sais 17 minutos
etc.

Lactobacillus acidophilus producao de acido leite 66-87 minutos
latico

Mycobacterium tuberculosis tuberculose meio sintético  13-15 horas

Rhizobium japonicum fixacao de nitrogénio manitol, sais 6-8 minutos
em plantas e levedura

Streptococcus lactis producao de acido leite 26 minutos
latico

Streptococcus lactis idem meio de lactose 48 minutos

Vibrio cholerae colera agar, sais 20 minutos

e levedura

TABELA 1.1. Tempo de geragao de algumas bactérias.

Dividindo essa relacao por At e tomando o limite At — 0, obtemos a equagao diferencial

dx
O termo u, dado por
dx
S

¢é chamado de taza de crescimento especifico.

Com p constante, as solugoes sao da forma z(t) = C'exp(ut) e a populagao cresce expo-
nencialmente. Analogamente ao conceito de meia-vida de um material radioativo, o tempo
de geragcao de uma bactéria é o tempo necessario para a populagao dobrar de tamanho. Em
condigdes apropriadas em laboratério, (meio de cultura, temperatura, pH, etc.) o tempo de
geracao de uma colonia da bactéria Vibrio cholerae, por exemplo, é de aproximadamente 20
minutos.(veja tabela 1.1). Assim, tomando o minuto como unidade de tempo, se z(0) = z,
devemos ter z(20) = 2xy. Por outro lado, z(20) = zgexp(20u), logo p = In(2)/20. A
dimensao fisica de p, nesse caso, é minuto 1.

O tempo de geracao de uma colonia de bactérias depende nao somente da bactéria mas
também do meio em que ela se encontra. Por exemplo, o tempo de geracao da bactéria
Escherichia coli em condigoes ideais em laboratorio é entre 15 e 20 minutos, enquanto que
no intestino, esse tempo é de 12 a 24 horas.

Nesse caso de reproducao a uma taxa proporcional ao tamanho da populacao, a populacao
cresce exponencial e indefinidamente. E natural, porém, que o crescimento nao seja ilimitado.
Espera-se que para populagoes muito grandes, a taxa de crescimento nao aumente mais no
mesmo ritmo que a populagao e chegue mesmo a ficar negativa, caso a populacao seja muito
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grande e os nutrientes se tornem escassos. Assim, é razodvel considerar que a taxa de

crescimento especifico u dependa da populagao, i.e. = u(x), levando a equagoes do tipo
dz

T p(x)z.

Exemplos com p = p(z) serdo considerados mais adiante. Modelos mais elaborados
ainda levam em consideracao a variacao de nutrientes, levando a um sistema de equacoes
diferenciais, uma equacao para a populacao x e outra equacao para a quantidade de nutrien-
tes, digamos y, com as taxas de crescimento especifico podendo depender de x e y. Outras
varidveis também podem ser fundamentais, como a quantidade de substancias (enzimas,
etc.) produzidas pelas bactérias e necessdrias ao crescimento da colonia. Da mesma forma, a
interacao com outras espécies também leva a sistemas de equagoes. Em condicoes favoraveis,
esses organismos tendem a se multiplicar a uma taxa apropriada de crescimento especifico
dependendo do conjunto de organismos fundamentais em um certo meio-ambiente.

(a) (b)

T Inz

Int

I II II1 v

F1GurA 1.4. Evolugao de uma populacao de bactérias em escala (a) normal e
(b) logaritmica, sendo possivel identificar as quatro fases tipicas: I) fase “lag”;
IT) fase exponencial ou logaritmica; I1I) fase estaciondria; e IV) fase de declinio.

A titulo de curiosidade, ilustramos na figura 1.4(a) um grafico tipico da evolugao de
uma populagao de bactérias em uma situagao controlada em laboratério. A figura 1.4(b)
ilustra a mesma evolugao, mas em escala logaritmica. Nela, podemos identificar quatro fases
tipicas: fase “lag”; fase exponencial ou logaritmica; fase estacionaria; e fase de declinio. Na
fase “lag”, a colonia estd se adaptando a um novo meio em que foi colocada, sintetizando,
por exemplo, enzimas e proteinas necessarias ao seu crescimento. Nessa fase, o niimero de
bactérias permanece aproximadamente constante. Na fase exponencial, também chamada
de logaritmica, a colonia esta livre para crescer conforme a modelagem acima. As bactérias
estao crescendo e se dividindo e algumas estao morrendo, mas de tal forma que o nimero
de bactérias dobra a intervalos regulares. Na fase estaciondria, a colonia de bactérias para
de crescer, devido ao actimulo de detritos e/ou a escassez de nutrientes. Algumas bactérias
ainda crescem e se dividem, mas a taxa em que isso ocorre iguala a taxa de mortalidade
de células. Na fase de declinio, a taxa de mortalidade excede a de divisao celular e a
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populacao passa a diminuir, apresentando um decrescimento que é, de fato, exponencial.
Em laboratérios, é comum congelar-se a cultura na fase estaciondaria, para uso posterior.
Caso queira-se aumentar ainda mais a cultura, é necessario trocar o meio para que a colonia
volte a crescer.

FI1GUrA 1.5. Virias colonias da bactéria Vibrio cholerae (“manchas” bran-
cas), sendo a maior a da bactéria selvagem, enquanto que as outras apresentam
mutacoes que afetam a sua motilidade. Foto gentilmente cedida por von Kru-
ger, W. M. A., Unidade Multidisciplinar de Genomica, Instituto de Biofisica
Carlos Chagas Filho, UFRJ.

Ainda a titulo de ilustragao, exibimos, na figura 1.5, varias colonias da bactéria Vibrio
cholerae (“manchas brancas”) na fase exponencial. A mancha maior contém bactérias selva-
gens, enquanto que as outras contém bactérias que sofreram mutacgoes. Cada colonia contém
aproximadamente o mesmo nimero de bactérias, o tamanho das manchas indica apenas o
espalhamento de cada colonia, mostrando a sua motilidade, ou seja, a sua capacidade de
se deslocar em um meio sélido. Através desses experimentos, é possivel saber se os genes
afetados pela mutacao estao relacionados a motilidade.

Modelagens como essas nao se aplicam apenas a bactérias, mas a diversos organismos
vivos. Por exemplo, a fabricacao de cerveja depende de um “fermento cervejeiro”, que é
um fungo, no caso, o fungo Saccharomyces cerevisiae. . Ha varias cepas desse fungo, cada
mais apropriado para um tipo de cerveja. As cepas mais usadas no Brasil e no mundo sao
para a fabricacao da cerveja do tipo lager, que é a mais consumida e a preferida das grandes
cervejarias. E uma cerveja leve, pouco encorpada e com um aroma simples, sendo, com isso,
de facil aceitagao e degustacao. As cervejas pilsen e bock, por exemplo, sao do tipo lager.
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Diversar outras cepas, sao usadas na fabricagao da cerveja do tipo ale, que é muito mais
antiga que a lager e, também, muito mais saborosa, podendo ser mais encorpada e com um
aroma bastante complexo. Esse tipo de cerveja é muito encontrado na Europa e nos Estados
Unidos, sendo que muitos consideram a Bélgica como sendo o pais produtor das melhores
ales do mundo. A S. cerevisiae depende de acicares simples (glicose, frutose, sacarose,
maltose, etc.), de oxigénio e de valores apropriados de pH e de temperatura, entre outros
fatores, para se multiplicar, com um tempo de geragao tipico entre 2h e 2h30min. Apds o
consumo de todo o oxigénio, o fungo passa da fase aerébica para a anaerdbica, que é a fase
de fermentacao, com a devida producao de alcool, gas carbonico e dos diversos elementos
que dao sabor e aroma a cerveja. Com o aumento do alcool e o declinio dos agticares, a taxa
de crescimento da colonia diminui, com a populacao se estabilizando em um certo valor.
Por fim, apds o consumo dos agiicares fermentaveis, o fungo entra em fase de sedimentacao,
floculando e entrando em desativacao, em uma espécie de hibernacao.

Um outro caso interessante de se mencionar como aplicacao da modelagem acima é a
da propria evolucao da populacao mundial de seres humanos, que segue padroes similares
aos descritos acima, apresentando uma alternancia de fases de crescimento exponencial e de
saturagao, ocorrendo a intervalos coincidentes com revolugoes tecnologicas.

1.4. Corda suspensa em repouso. Imaginemos uma corda suspensa em repouso,
presa apenas pelos seus extremos. Podemos representar esta corda por uma curva em um
plano xy dada pelo grafico de uma fungao y = y(x), com o eixo z paralelo ao chao, como na
figura 1.6(a). Uma equacao diferencial pode ser obtida para essa funcao da seguinte forma.

Considere um trecho [z, z + Az| da corda, conforme ilustrado na figura 1.6(b). As forgas
que agem neste trecho sao o peso deste trecho e as tensoes exercidas pelo resto da corda nos
extremos desse trecho.

Suponha que a corda seja homogénea e ineldstica, isto é, com densidade linear de massa
po constante ao longo da corda. Entao o peso deste trecho sera, aproximadamente,

— massa X gravidade = —gpoAs,

onde

As = /(Az)2 + (Ay)2.
Em relagao a tensao nos extremos, ela age tangente a curva. Denotemos por T'(z) o valor
em moédulo dessa tensao em cada ponto (z,y(z)) da corda. No ponto (z,y(z)), a inclinagao
da corda é dada pelo angulo a(x) tal que

dy(z)
dz

Dessa maneira, no extremo x + Ax, as componentes horizontal e vertical da tensao podem
ser escritas como

T(x+ Az)cosa(z+ Azx) e T(z+ Ax)sina(x + Azx).

= tan a(x).

No extremo z, temos as componentes

—T(z)cosa(z) e —T(zr)sina(x).
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gréfico de y(z)

ANNN\N

€1Xo T T T+ Ax

(c)
T(z + Az)sin a(:)i + Az)

~T@eomsale)
—gpoAs

FIGUrA 1.6. Ilustragdo de (a) uma corda suspensa presa pelos extremos, re-
presentada pelo grifico de uma fungao y = y(z); (b) um trecho da corda, entre
os pontos = e = + Az, formando inclinagbes com angulos a(z) e a(z + Ax)
e sofrendo tensdes de magnitude T'(z) e T'(x + Az), em cada ponto; e (c) a
decomposicao das forcas agindo nesse trecho da corda.

Como a corda estd em repouso, as forgas acima devem estar em equilibrio (figura 1.6(c)).
Logo, na componente horizontal,

T(x 4+ Az)cos a(x + Azx) — T'(z) cos a(z) = 0,
e, na componente vertical,
T(x 4+ Az)sina(z + Ax) — T'(z) sina(z) — gpoAs = 0.

Da primeira relacao, como x e Az sao arbitrarios. tiramos que T'(z)cosa(z) é, na
verdade, independente de x e igual a uma constante que denotamos por 7 e que chamamos
de tensao da corda:

T(x + Ax)cosa(r + Az) = T'(z) cosa(z) = Tp.

Dividindo a relacao na vertical por T e usando a informagao acima, obtemos

tan a(zx + Az) — tana(z) = %AS.
0
Logo,
d A d
Yo+ B) dye)

dx dx
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onde
9po
A= .
Ty

As Ay 2
= _ .1 =7
Ax * (Am)

dy(z + Az)  dy(x) 5
dz dr_ _ )\ 1+ (ﬁ) .

Dividindo por Az e usando que

obtemos

Ax

Fazendo Az tender a 0, chegamos a equagao

d’y(x) dy\?
/14 ()
daz? A +(dac)

No caso em que a corda esteja bem tensionada, de modo que as variacoes verticais sejam
bastante pequenas no sentido de que
dy 2
< < 17

podemos desprezar a primeira derivada e considerar como modelo aproximado a equacgao

d?y(x)

dz?

=\

Exercicios

1.1. Do Célculo, determine quais fungoes trigonométricas satisfazem a equacao diferen-
cial de segunda ordem

d?y B

e Y
Verifique que combinacgoes lineares dessas fungoes também satisfazem a equagao
diferencial, i.e. se yi(x) e ya(x) sdo solugoes, entao y(xr) = Chyi(x) + Coys(x)

também é solucao. Em seguida, ache a solu¢do com as “condigoes iniciais” y(0) = 0
e y'(0) = 2. Ache, também, a solugdo com as “condigoes de contorno” y(0) = 2 e
y(m/2) = 1.

1.2. Considere um corpo de massa m em queda livre com resisténcia do ar dependendo
quadraticamente da velocidade. Se h = h(t) denota a distancia do objeto ao solo, g



2. SOLUCOES GERAIS E PARTICULARES E RESOLUCAO DE EQUACOES SEPARAVEIS 21

¢ a aceleracao da gravidade e 3 > 0 é um coeficiente de resisténcia, determine qual
dos modelos abaixo esta correto, independente do objeto estar descendo ou subindo:

d2n dh\? d2n dh\?
— = — —_ b) m—— = —maqg — -

(0) m . mgw(dt) ) mS = g ﬁ(dt) |
d2h dh

dh| dh dh | dh
- - i B d - _ ==
(C)mdﬁ mg+ﬁ‘dt dt’ Umdt? g ﬁ‘dt dt

1.3. Em uma aplicacdo com juros compostos, o valor P*"™! da aplicacdo no més n + 1
¢ dado pelo valor P™ no meés anterior mais uma porcentagem de P,. O tempo
de atualizagao, porém, pode ser outro, como anual ou didrio. Mais geralmente,
podemos considerar um tempo de atualizacao At. Com isso, o valor P(t + At)
da aplicagao apds um instante ¢ é dado pelo valor de P(t) mais uma porcentagem
proporcional a P(t) e ao tempo At. Isso nos dé

P(t+ At) = P(t) + aAtP(2),

onde « é a constante de proporcionalidade, ou taza especifica de juros (o valor
aAt corresponde aos juros do prazo At, ou juros mensais, didrios ou anuais, nesses
casos especificos). Faga At decrescer para zero e obtenha uma equacao diferencial
para P(t), t € R, correspondendo ao caso de juros compostos continuos com taxa
especifica de juros a.

2. Solugoes gerais e particulares e resolucao de equacoes separaveis

Conforme visto acima, uma equacao de ordem n pode ser escrita na forma

dz d"z
Ft — ...,— | =0.
( 7I7 dt’ ) dtn)

onde t é varidvel independente e x = z(t) é a funcdo que procuramos como solugao da
equagao envolvendo as derivadas de z = z(t) em fungao da varidvel independente.

A solugao geral é uma familia parametrizada descrevendo o conjunto de todas as solucoes
da equagao diferencial. Tipicamente (mas nem sempre), a solu¢ao geral de uma equagdo de
ordem n é uma familia de solugoes com n parametros. Uma solu¢ao particular é nada mais do
que uma das infinitas solucoes dessa familia. Em diversos problemas, ha maneiras naturais
de selecionar uma solucao particular, como através de condigoes iniciais ou de contorno,
conforme veremos a seguir.

2.1. Solugoes da equacgao de decaimento radioativo. A familia de fungoes da forma

x(t) = Ce™™,
com um parametro real C', é a solucao geral da equacao
dz
= —\z.

=



22 1. INTRODUCAO AS EQUACOES DIFERENCIAIS

A figura 2.1(a) exibe algumas solugbes particulares dessa equagao. Observe que, do ponto de
vista matemaético, solu¢oes nao-positivas (associadas a C' < 0) sao vélidas, apesar do modelo
de decaimento radioativo fazer sentido apenas para massas x positivas.

@) (b)

eixo x eixo x

F1GURA 2.1. Solugoes da equacao de decaimento radioativo no plano tx, com
A = 1/2, sendo (a) solugdes particulares z(0) = —2,1,0.1,2 e (b) solugao
particular com z(ty) = zg e z(t;) = z1.

Conhecendo a massa xg do material radioativo em um instante ¢y, temos da solucao geral
que
zo = x(ty) = Ce ™M,

logo
C = zpeM
e a solucao particular com a condigao inicial z(tg) = x¢ é (veja figura 2.1(b))
z(t) = zge N-t),

Essa formula pode ser usada na datacao de fésseis da seguinte maneira. Conhecendo
a concentracao o de carbono-14 quando do inicio da formacgao do féssil e sabendo a con-
centragao z; atual (no instante ¢;) no féssil, podemos encontrar o instante ¢, do inicio da
formacio do féssil. Isso pode ser feito manipulando-se as relagoes ro = z(tg) = Ce 0 e
r1=x(t) = Ce~ 1 ou diretamente da solucdo particular no instante ¢;:

x1 = x(ty) = mge N0t
Assim,
1 T 1 ZTo
to=t1+~-ln— =t — —In—.
0 Lt A Zo ! A T
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E a idade do fossil é
1 Zo
ty —tg= —1In—.
=y
Vimos que a meia-vida de um elemento radioativo é o tempo necessario para que a massa
decaia a metade, i.e. £y, =t — o tal que z; = xo/2, logo

t 11 2
=—1In2.
/2 =5
2.2. Solugoes da equagao de um corpo em queda livre sem amortecimento.
Um objeto de massa m se encontra a uma altura h(t) da superficie. Desprezando a resisténcia
do ar, chegamos a seguinte equagao diferencial de segunda ordem para h = h(t):

d*h
Y
Como g é uma constante, podemos integrar diretamente o lado direito, obtendo a solucao

geral
t2
h(t) = 01 + Cgt + 95,

que é uma familia a dois parametros.
Se o objeto for largado da altura hg no instante ¢t = 0, entao

dh(t)
h0) = ho, — —| =0,
a |,

onde a segunda condicao significa que o objeto partiu com velocidade vertical inicial nula.
Assim, podemos achar as constantes C'; e Cs:

Cl - ho, 02 = 0.
Logo, obtemos a solucao particular

t2
h(t) - hO - 957

correspondente as condigoes iniciais dadas.
Caso o objeto parta com velocidade inicial vy, entao

dh(t)

at |y

o que nos da a solugao

t2
h(t) = h() + Uot - gE
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2.3. Solugoes da equacao da corda suspensa em repouso. No modelo simplificado,
sem levar em consideracao a variagao vertical da corda no calculo da massa, a equagao da
corda suspensa toma a forma

d*y(x)
dx?
onde A = gpo/To, g é a aceleragao da gravidade, py é a densidade de massa da corda (assumida
uniforme), e T} é a tensdo da corda.
A solugao geral é similar a do corpo em queda livre:

=\

A
y(l’) = Oo + 011' + 51'2.

eixo y

P v eixo x

ANNAN

x=—£/2 z=1/2

y=y(z)

FIGURA 2.2. Solugdes y = y(z) da equacao da corda suspensa com condigoes
de contorno (a) y(—¢/2) =0 =1y(¢/2) e (b) y(0) =0, y(£) = h.

Solucoes particulares podem ser obtidas a partir de condicdes de contorno da corda,
que sao condigoes para os extremos da corda. Podemos considerar, por exemplo, o caso
particular em que os extremos da corda estejam na mesma altura e com o eixo de tal forma
que a origem esteja exatamente no meio entre os dois extremos. Se o comprimento da corda
é ¢, entao as condigoes de contorno podem ser escritas como (figura 2.2(a))

y(—£/2) =0=y(l/2).

Assim,

0N, NP
Co—Crg + 50 =0="Co+ Cug + 21,

logo
Ao
Cl - 07 CO - __g .

e a solucao particular é

A A
y(x) = —§€2 + 51’2

y(r) = (42— 7).
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No caso em que os extremos estejam em alturas diferentes, podemos, para simplificar,
colocar a origem do eixo no extremo esquerdo. Assim, as condigoes de contorno ficam sendo
(figura 2.2(b))

y(0)=0,  y(l)=h,
onde ¢ é a distancia horizontal entre os extremos e h é a diferenga entre as alturas dos
extremos. Impondo as condig¢oes de contorna na solucao geral, obtemos

h M
Co=0 Ci=-——.
0 ’ 1 g 9
logo, a solucao particular se torna

ho M A,

2.4. Solugao geral de uma equacao de ordem n “explicita”. Uma equagao de

ordem n da forma
d"x dx d" 'z
—:f t?*ra_a"'?—
der dt din—t
tem, tipicamente, uma solucao geral com n parametros. Isso pode ser exemplificado facil-
mente no caso em que
d"x
— = g(1).
g = 90
Como o lado direito s6 envolve a variavel independente, podemos integrar diretamente,
obtendo

dnflx t
W :Cl+/0 g(tl) dtl,
depois
dﬂ—?x t t1
W = 02 + Clt + / / g(tg) dtg dtl,
0 0

e assim por diante, até a solucao geral

n

¢ -1 t tn
x(t) = Cn -+ Cnflt + Clm + / T / g(tnfl) dtnfl dtn72 e dtla
- ) 0 0

com n parametros reais C, ..., C),.

2.5. Equacgoes separaveis. Equagoes diferenciais de primeira ordem da forma

dx

— =g() (T

= g0/ (2)

sao ditas separaveis e, em principio, podem ser resolvidas facilmente. Uma manipulagao
formal leva a

dx

) g(t)dt,
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logo
o de

)= [ 55 [ sttt =

onde F' e G sdo primitivas das fungoes indicadas nos integrandos. Como F'(zo) = 1/f(x)
estd definida e é diferente de zero nos pontos zg onde f(xy) # 0, entdo, pelo Teorema da
Funcao Inversa, a fungdo F(z) é inversivel, pelo menos em um intervalo contendo o ponto
xo. Assim, nesse intervalo, podemos escrever uma solugdo x = z(t) como

z(t) = F7HG(1)).

No caso da equagao de decaimento radioativo,, para x > 0, esse processo toma a sequinte

forma:
dx dx
i X & —=-Adt & hr=-M+Cy & z=e M0,
x
onde Cj é uma constante de integracao (lembre das integrais indefinidas e das primitivas, no
Célculo I). Considerando uma nova constante C; = exp(Cp), achamos a solucao geral

x(t) = Cre™™.

Em principio, a constante C; deveria ser positiva, pois é a exponencial de Cy. No caso da
modelagem considerada, isso é o esperado, pois a massa deve ser positiva. No entanto, mate-
maticamente, podemos ter x negativo, de maneira que na integragao considerada, permitindo
x negativo, mas ainda diferente de zero, temos

d
Lo Mt e I 2] = =X+ Cy & |z|=e MO = o™,
T

Retirando o médulo, obtemos

r =+,
Logo,

= Cre ™,

para qualquer C; nao-nulo (C} = £e“). A integragao de 1/x acima assume que z # 0. No
caso em que x = 0, temos a solugao trivial z(¢) = 0, definida para todo ¢t € R. Essa solugao
trivial pode ser absorvida na férmula acima, permitindo C; = 0. Assim, a solugao geral é da
forma

x(t) = Cre™,

para qualquer real Cf.
Para ilustrar mais o método, tomemos um outro exemplo:

dz 9
e = 2 cost.
Separando as variaveis, temos
dx
= cost dt.

12
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FIGURA 2.3. Solucoes da equacdo 2’ = x” cost no plano tz.

Integrando os dois lados, o esquerdo em relacao a x e o direito em relacao a t, obtemos

1
—— + (' =sint,
x

onde C' é uma constante de integracao. E claro que poderiamos ter colocado a constante
de integracao no lado direito, o que seria equivalente a trocar C' por —C. Como C' é um
parametro real arbitrario, essa escolha, isto é, o sinal em frente a constante, é irrelevante.
Resolvendo para x, obtemos
1
r(lt) = =—F.
®) C —sint
Esta é uma expressao para uma familia de solugoes x(t), dependendo do parametro C.
Cada solucao esta definida para sint # C', no caso em que —1 < C' < 1, ou para todo t € R,
quando |C| > 1. Temos, também, a solucio trivial z(t) = 0, t € R, que é onde g(x) = z? se
anula. A solugao geral é, entao (ver figura 2.3),

i) z(t) =0,t R,
1
11) x(t) = m, para todo t € R, onde C < R, |C| > ]_,

1
iii) z(t) = =————, para t # arcsinC, onde —1 < C < 1.
) 2(t) = F——, parat # <C<
De modo geral, na separacao de variaveis
dx
—— = g(t)dt,

/()
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deve-se observar os zeros de f(z), que dao solugoes constantes e que devem ser incorporadas
a formula da solucao obtida apds a integracao dessa relacao, como no caso C; = 0 da equagao
de decaimento radioativo. E devemos nos preocupar com o intervalo de definicao de cada
solugao e com os possiveis valores dos parametros. Entao podemos dividir o processo em
quatro etapas:

(1) Identificar os zeros de f(z), que dao as solugdes estacionarias.

(2) Resolver a equac@o por separagao de varidveis para achar as solugoes nao-estacio-
narias.

(3) Identificar claramente os intervalos de definigao de cada solugao.

(4) Determinar os possiveis valores dos parametros da familia de solugoes.

Vamos terminar essa secao com mais um exemplo, a saber
dz
— =2t(z — 1)~
3 = d@—1)
Estd ¢ uma equagao separdvel, com ¢(t) = 2t e f(z) = (x — 1)%. A fungao f(z) tem apenas

um zero, em r = 1, 0 que dd uma tnica solugao estaciondria, z(t) = 1, definida para todo
t € R. Para x # 1, podemos resolver via separacao de variaveis, fazendo

dx
- =2dl & — =t'+C & z=1+ :
(x —1)2 r—1 v C—t?
Portanto, as solucoes nao-estaciondarias sao dadas por
1
() =14 ——

definidas em t # +/C, se C > 0, e para todo t € R, se C' < 0. Assim, a solucdo geral pode
ser escrita como
i) x(t) = 1, para todo t € R;
1
i) z(t) =1+ o _p Para todo t € R, onde C' < 0;

1
iii) z(t) =1+ o _p Para t # ++/C, onde C > 0;

Exercicios

2.1. Sabendo que a meia-vida do Carbono-14 é de aproximadamente t;,, = 5730 anos e
que para um certo féssil, 21 = 2¢v/2/2, qual a idade do féssil em consideragao?

2.2. Em um modelo simplificado de queimada, a area A(¢) de uma regiao incendiada
cresce proporcionalmente ao seu perimetro e satisfaz (aproximadamente) a equacao
diferencial A’ = MA'/2, para alguma constante de proporcionalidade A > 0. Se em
um instante ¢y temos A(tg) = Ao, determine o intervalo de tempo, em fungao de A,
e A, necessario para que a area quadruplique de tamanho.



2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.
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Suponha que uma bola seja enchida de gas a uma taxa constante a de volume por
unidade de tempo, de modo que o seu raio satisfaca a equacao

dr «

dt — 4mr?’
para algum a > 0.
(a) Se em um instante to temos r(ty) = 1o > 0, determine o intervalo de tempo,
em funcao de 7y e a, necessario para que o raio dobre de comprimento.
(b) Se em dois segundos o raio da bola aumentou de zero para quatro centimetros,
quanto tempo para o raio da bola aumentar de zero para oito centimetros?
Considere um certo produto cujo prego varia com o tempo ¢ e é dado por P(t).
Dois conceitos importantes em microeconomia sao a demanda (), pelo produto e a
oferta @, do produto. Em geral, elas sao fungoes de P e t, ou seja, Qq = Qq(P,t)
e Qo = Q,(P,t). E natural considerar que o preco varie de acordo com a diferenca
entre a demanda e a oferta, ou seja,

dpP

E = a(Qd - Qo)‘

Um caso particular é quando a demanda diminui linearmente em funcao do preco,
ou seja, Qg = a — AP e a oferta é constante, (), = b. Nesse caso,
dP
dt
Vamos assumir a,b,a, A > 0, com a < b. Determine o prego P(t) em fungao do
tempo t € R e ache o valor limite do preco quando t — oo.
O modelo de Solow para o crescimento economico é baseado no capital K e na
forca de trabalho J. O produto nacional total é dado por aK'=?.J% onde a > 0 e
0 < ¢ < 1. Uma fracao constante 0 < A\ < 1 desse produto é usada para aumentar
o capital, de modo que a variacao do capital é dada pela equacao

Y
dt

Assume-se que a for¢a de trabalho cresce exponencialmente conforme J(t) = Jyet,
onde Jy, > 0. Substituindo J(¢) na equacao acima, obtemos uma equacao diferen-
cial ordinaria de primeira ordem em K. Ache a solucao geral dessa equagao. Em
seguida, determine a razao capital-trabalho K (t)/J(t) e ache o valor limite dessa
razao quando t — oo.

Qual a solucao particular da equacao do corpo em queda livre, sem resisténcia do
ar, quando o objeto parte do solo com uma velocidade vertical positiva vy? Quanto
tempo leva para o objeto voltar ao solo?

Suponha que um objeto seja langado com velocidade vy a um altura hy > 0 do solo
e em uma diregao formando um angulo « com o solo, —7/2 < a < /2, conforme
ilustrado na figura 2.4. Desprezando a resisténcia do ar, a equacao da distancia
vertical h = h(t) do solo é " = —g, onde g é a aceleracao da gravidade, enquanto

=ala—b— AP).
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eixo h

h = h(t)

eixo x

z = xz(t)
F1GURA 2.4. Lancamento de um objeto de uma altura inicial hy e com angulo
de inclinacao a.

que a distancia horizontal z = z(t) do ponto de langamento satisfaz a equagdo
2" = 0, pois nao hd nenhuma forca agindo horizontalmente. As condicoes iniciais
sao h(0) = hg > 0, h'(0) = vgsina, x(0) = 0 e 2'(0) = vocosa. Resolva essas
equagoes para achar h = h(t) e x = x(t), em fungdo do tempo ¢ > 0. Em seguida,
inverta a relagdo « = x(t) para achar ¢ = t(z) como fungao de > 0. Use isso para
escrever a altura h = h(x) como fungao da deslocamento horizontal > 0. Observe
que a trajetéria do objeto (ou seja, a curva h = h(z)) é, de fato, uma parabola.
2.8. Continuando com o problema do exercicio 2.7, suponha agora que as condigoes de
contorno hl,—g = hg e h|l,—1 = hy sejam dadas. Mostre que pode haver infinitas
solugbes (em « e vg) para o problema. Isso reflete o fato de que podemos variar a
velocidade inicial dada por vy e o e alcancar h; em = = 1 em instantes diferentes.
2.9. Na equacao da corda suspensa (sem variagao vertical no calculo da massa) com

(a)

eixo y

‘
b
1 eixo z

d x =/

FIGURA 2.5. Solugdes y = y(z) da equacao da corda suspensa com condigoes
de contorno y(0) = 0, y(¢) = h > 0 nos casos (a) com “barriga” e (b) sem
“barriga”.

condigoes de contorno y(0) =0 e y(¢) = h > 0, qual a condigao entre a tensao Tp, a
densidade pg, a altura h e a distancia ¢ para que a corda nao forme uma “barriga”,

isto é, para que a posicao vertical y(z) da corda fique sempre entre y =0ey = h
(c.f. figura 2.5)7
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2.10. Resolva as seguintes equacoes pelo método de separacao de variaveis:
(a) 2’ = xsint, (b) 2’ = ta?,

(c) &’ = costsecu, (d) 2’ = Vtz (em t,z > 0).
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CAP{TULO 2

Existéncia e Unicidade de Solugoes de Equagoes de Primeira
Ordem

1. Existéncia de solugoes e métodos de Euler e de Picard

Obtivemos solugoes explicitas em varios exemplos. Mas serd que sempre hé solucao? E
possivel que certas equagoes nao possuam solugoes? Como podemos garantir a existéncia de
solugoes em geral? E possivel que existam solugoes além das obtidas por um certo método?

As respostas a essas questoes dependem da regularidade das fungoes envolvidas na
equacao diferencial. Vamos considerar a equacao de primeira ordem

dx
i (t,x).

Se tomarmos f(t,xz) = f(t) descontinua, fica claro que nao poderemos encontrar x = x(t)
continuamente diferenciavel e satisfazendo a equagao diferencial em um intervalo contendo
o ponto de descontinuidade de f(t). Isso mostra como a regularidade da f pode influenciar
nessas questoes. Também podemos considerar certas funcoes f(t,z) = f(z) que nao depen-
dem de ¢ mas sao descontinuas em z e ainda assim nao obter a existéncia de solugoes. Um
exemplo é a funcao

-1

) xZO,
J(w) = 1, x < 0.

Nao hé solugdo continuamente diferencidavel com a condigao inicial (0) = 0. De fato, em
x =0, temos f(0) = —1, o que causaria o decrescimento da solugdo. Mas em z < 0, temos
f(z) > 1, contrariando esse decrescimento.

Mas nem sempre descontinuidades em x levam a nao-existéncia de solugoes. A fungao

1, x>0,
f(z) =40, x =0,
-1, x<0.

possui solucoes com qualquer condigao inicial.

E possivel considerar certas equacoes com fungoes descontinuas relaxando a regularidade
da fungao procurada e o sentido no qual a equacao ¢ satisfeita, mas nao vamos partir nessa
direcao. O nosso interesse é em solucoes “suaves”, i.e. continuamente diferenciaveis. Assim,
vamos assumir, no minimo, que f = f(¢,x) seja continua.

33
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Lembremos, ainda, o papel das condicoes iniciais. Vimos nos exemplos que as solugoes
gerais envolvem constantes arbitrarias, gerando familias de solugoes. As solucoes sao curvas
no plano e essas familias cobrem o plano todo (ou, pelo menos, o dominio de defini¢ao da
fungao f = f(t, x), caso este nao seja o plano todo), havendo, para cada ponto do plano, pelo
menos uma solucao passando por esse ponto. Essa solucao em particular pode ser selecionada
por uma condi¢ao inicial

.T(to) = Xy,
indicando o ponto (tg,zg) pelo qual passa uma certa solu¢ao. Com issoo, estudamos o
problema de valor inicial

dx
E - f(t’x)a
I(to) = Xo-

No caso da fungao f = f(¢, x) ser continua, podemos garantir que, por cada ponto (to, o)
no interior do dominio de defini¢ao da f = f(¢, x), passa pelo menos uma solugao da equagao
diferencial. Vamos indicar abaixo dois métodos para a obtencao dessa solucao.

Antes disso, é instrutivo considerar o campo que a cada ponto (¢, ) do plano tz associa o
vetor (1, f(t,z)) e imagina-lo como representando o campo de vetores velocidade-instantanea
de cada elemento infinitesimal de um escoamento de um fluido, ou, mais concretamente,
como representando a correnteza de um rio. A solucao da equagao diferencial é uma funcao
x = x(t) que representa uma curva (t,z(t)) no plano tx. A equagao diferencial expressa a
condicao de que essa curva seja tangente ao campo de velocidades da correnteza. Podemos
interpretar essa curva como descrevendo a trajetoria de uma bolinha de papel jogada no rio.
A condicao inicial representa, por sua vez, o ponto em que a bolinha toca a superficie do rio.
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Ficgura 1.1. Campo de vetores (1,(t/4 — x)sin(z — t)/6) e solugdes da
equacao dz/dt = (t/4 — x)sin(x — t)/6, no plano tz, com condigoes iniciais
z(0) = =04 e z(0) = 0.4.

A figura 1.1, por exemplo, mostra o campo de vetores (1, (t/4 —z) sin(x —t)/6), no plano
tz, e duas solugbes particulares da equagao correspondente dx/dt = (t/4 — x)sin(x — t)/6,
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uma com a condicao inicial £(0) = —0.4 e a outra com z(0) = 0.4. Cada condigao inicial
seleciona um ponto pelo qual a curva deve passar. Além dessas, hd uma infinidade de curvas
tangentes ao campo em questao, passando por outros pontos do plano.

1.1. Existéncia de solugoes via método de Euler. Conforme descrito acima, o
grafico de uma solucao x = z(t) da equagao diferencial determina uma curva no plano tx
que é tangente, em cada ponto, ao vetor (1, f(¢,x)). Assim, podemos visualizar o campo
de vetores (1, f(t,x)) e tentar achar a solu¢ao x = z(t) através do seu grafico, procurando
construir uma curva sempre tangente ao campo de vetores. Um método para a obtencao
dessa curva passa por construir uma seqiiéncia de curvas feitas de segmentos de reta tangentes
ao campo em um numero finito de pontos.

Dada uma condigao inicial (¢g, zg), fixamos um intervalo de tempo [to,to +T], T > 0, e
dividimos esse intervalo em n subintervalos, [tx_1,tx], com t, = to + kT/n, k = 1,2,... n.
Construimos uma seqiiéncia 2" = z"(t) de fungoes tais que o gréfico seja tangente ao campo
em cada instante t;, e que sejam lineares em cada intervalo [tj_1, tx]. Isso pode ser construido
recursivamente. A figura 1.2 mostra uma aproximacao pelo método de Euler de uma solucao
da equagao dz/dt = (t/4 — z) sin(x — t)/6.
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Fiaura 1.2. Campo de vetores (1, (t/4—z) sin(z—t)/6), solugoes da equagao
dz/dt = (t/4—x)sin(x —t) /6, no plano tz, com condigoes iniciais z(0) = —0.4
e £(0) = 0.4, e, em linha mais grossa, uma aproximagao da solu¢ao com
z(0) = —0.4 pelo método de Euler.

A reta que passa pelo ponto (tx_1,2"(tx—1)) e cuja inclinagao é f(tx_1,2"(tx—1)) é

=" (tg-1) = f(th-1, 2" (k1)) (t — th-1).

A solucao aproximada coincide com essa reta no intervalo [ty_1,tx], logo o seu valor no
instante t; é

o (ty) = 2" (tk—1) + [ (te-1, 2" (ti—1) )AL,

T
At =ty —tyq = —.
n

onde
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Assumindo f(t,z) continuamente diferencidvel, é possivel mostrar que para T suficien-
temente pequeno, essa seqiiéncia de fungoes = = x"(t) converge uniformemente para uma
funcao continuamente diferenciavel e satisfazendo a equagao diferencial desejada no intervalo
[to, to + T']. Para isso, primeiro reescrevemos a equacao diferencial na forma integral

t
x(t) = xg +/ f(s,z(s)) ds.

to
E possivel mostrar que cada solucao aproximada satisfaz

" (t) = xo + /0 f(s,2"(s)) ds + O(At),

onde O(At) representa um erro da ordem de At, o que implica em dizer que o erro vai pra
zero a medida em que At vai pra zero. Assim, quando n — oo, como At = T/n — 0, temos
o limite x(t) = lim,_,, 2" (¢) satisfazendo a equagao integral. Da equagao integral, obtemos
que a solucao ¢é continuamente diferenciavel e satisfaz a equacao diferencial.

A convergéncia acima ainda pode ser obtida para fungoes f(¢,2) um pouco menos re-
gulares, satisfazendo uma certa continuidade Lipschitz mencionada na préxima secao. Mas
caso a fungao f(¢,x) seja apenas continua, entdo o maximo que se consegue, em geral, é
a existéncia de uma subseqiiéncia de x™(t) convergindo para uma solu¢ao x(t), mas ainda
assim garantindo a existéncia de solugao.

O mesmo método pode ser adaptado para se construir uma solugao no intervalo [to—T, to].

1.2. Existéncia de solugoes via método de Picard. O método de Picard passa por
reescrever a equagao diferencial com condigao inicial x(ty) = x¢ na forma integral

z(t) = o +/t f(s,2(s)) ds.

Uma seqiiéncia de fungoes continuas é construida recursivamente como

xo(t) = xg,

2 (t) = xg —i—/t f(s,2%s)) ds = g +/ f(s, o) rds,

to

23 (t) = xg —|—/t f(s,z'(s)) ds,

" (t) = xg —i—/t f(s, 2" 1(s)) ds,

paraty <t <ty+T.
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A idéia vem de olhar a equacao integral como a equacao para um ponto fixo de uma certa
transformacao. Essa transformagao é entre funcoes. Mais precisamente, para cada funcao
continua y = y(t), podemos considerar a funcao 7'y = (T'y)(t) dada por

(Ty)(t) =x0+/t Fs,y(s)) ds.

Assim, a solucao procurada satisfaz x = Tz, ou seja, é ponto fixo da transformacao T

(a) (b)
2 2=Y z £=Y
2= () ST 2=e(@)
S~ | ~__| - i
Yy Yy
(c) (d)
2 z=p() 2=y 2 z=y
— z=p(z)
Y Yy

Fiaura 1.3. Ilustragao do problema de ponto fixo: (a) uma fungdo com in-
clinagdo menor que um em mdédulo, com um tnico ponto fixo; (b) o método
de aproximagoes sucessivas para chegar no ponto fixo; (¢) uma fungao com
inclinacao podendo ser maior do que um e sem ponto fixo; e (d) uma fungao
com inclinacao podendo ser maior do que um, sem a unicidade dos pontos
fixos.

Podemos fazer uma analogia com o problema de se achar um ponto fixo de uma trans-
formacao de R em R, digamos ¢ : R — R. Se |dp(r)/dr| < 6 para algum 6 < 1, entdo
podemos garantir que existe um e somente um ponto fixo z* = p(2*). Caso contrario, pode
nao haver nenhum ponto fixo. E um método de se achar o ponto fixo caso a limitagao na
derivada seja satisfeita é através do método de aproximacoes sucessivas, que consiste em
escolher um ponto inicial ry qualquer e construir a seqiiéncia

"t = o(rm).

Assim, r™ — r* quando n — oc.
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Assumindo f(¢,x) continuamente diferencidvel, é possivel mostrar que a seqiiéncia de
fungoes x" = z"(t) acima também converge uniformemente para uma funcao continua satis-
fazendo a equacao integral acima. Dessa equacao integral, deduz-se que essa fungao continua
é, de fato, continuamente diferenciavel e satisfaz a equacao diferencial desejada. Como no
caso do método de Euler, a convergéncia acima ainda pode ser obtida para fungoes f(¢,x)
um pouco menos regulares, satisfazendo a continuidade Lipschitz mencionada na préxima
segdo. Mas caso a funcdo f(t,z) seja apenas continua, entdo o maximo que se consegue,
em geral, é a existéncia de uma subseqiiéncia de z"(t) convergindo para uma solugao z(t),
garantindo, também, a existéncia de solucao.

1.3. Exemplo de aplicagao do método de Picard. Aplicando o método de Picard

a equacao
de
dt

X, z(0) = xo,
temos

xo(t) = Ty,

t t
xl(t):wo+/ 2%(s) d5:x0+/ xo ds = xg + wot,
0 0

t t t2
x2(t):wo+/ zt(s) d5:x0+/(x0—|—sa:0) ds = g (1+t+§)
0 0

6 n!

No limite, obtemos a expressao em série da solugao, que é exatamente a exponential:

. Ul t"
x"(t) = o 1+t+§+—+-~-+ .

t t" .
x(t>—$o<1+§+"'+m+"') = o€ .

2. Unicidade e nao-unicidade em relagao as condigoes iniciais

No momento, nada garante que para cada condi¢ao inicial (to,x¢) haja apenas uma
solucao passando por esse ponto. De fato, pode ser que haja mais de uma solucao.

2.1. Exemplo de nao-unicidade. Considere a equacao

— = 3x7".
dt
Essa é uma equacao separavel, cujas solugoes podem ser encontradas pelo método de se-

paracao de variaveis:

dx
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. . C 1/3
A constante C' pode ser determinada em fungao das condigoes iniciais: C' = xo/ — tp, logo

2(t) = (zg® + (t — to))?.

////

1
4
eixo t

FIGURA 2.1. Solucdes z(t) da equacio 2’ = 3z%3 ilustrando a ndo-unicidade
em z = (.

Em particular, a solu¢ao que passa por z(0) =0 é
z(t) =17

No entanto, z(t) = 0, t € R, também é solugao. De fato, temos infinitas solugoes, pois
podemos “colar” a solugao z(t) = 0, em um intervalo | — oo, t*], com a solugao z(t) = (t—t*)3,
no intervalo restante [t*, oo[. Também é possivel “colar” a solugao ciibica antes da solugao
nula. Assim, a solucao geral tem a seguinte cara, com dois parametros t, e t*:

(t - t*)37 t S t*a

z(t) = < 0, te <t <t

(t—t*)3, t*<t, onde — oo < t, < t* < 0.
Veja a figura 2.1. Como se pode observar nesse exemplo, a solucao geral nos casos de nao-
unicidade é mais complicada de se escrever.

2.2. Condigoes suficientes para a unicidade. A unicidade pode ser garantida caso
f = f(t, ) seja mais regular, nao apenas continua. Caso df(t,z)/0x exista e seja continua,

entao -
[

X

|f(t, 1) = f(E, 32)| =

S M’wl - x2’7
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para quaisquer x1, Ty reais, onde M é uma limitacao para a derivada parcial e |- | indica o
valor absoluto (médulo) de um niimero real. Uma fungao satisfazendo essa condigao ¢ dita
Lipschitz continua.

Entao, caso houvesse duas solugoes z1(t) e x2(t) com as mesmas condigoes iniciais, entao,
da equacao integral, teriamos

|21 (1) = 22(t)] < [ £ (s,21(5)) = f(s,22(s5))] ds < M/t |1(s) = 22(s)| ds.

Assim,

max {1 (5) = wa(s)} < Mt to) s (I () = 72(s)).

Em um intervalo suficientemente pequeno tal que M(t — ty) < 1, terfamos necessariamente
que

Il(t) = ZL’Q(t),
provando a unicidade.

Nao é necessario que a fungao f(t,z) seja continuamente diferenciavel, basta que ela
satisfaca a condicao de continuidade Lipschitz na variavel x, ou seja,

F(t21) = f(t,2)] < My — ).

A menor constante M com essa propriedade é chamada de constante de Lipschitz da funcao.
Um exemplo desse tipo de funcao que nao é continuamente diferenciavel é a funcao

modulo:
z, x>0,
J() = ol = {—x, x <0.

E f4cil verificar que
|f(z1) = f(z2)| = [ [21] = [22] | < |21 — 22,

e, portanto, a funcao médulo é Lipschitz continua. Logo, a unicidade também vale para a
equacao diferencial

dx 2]

— = |x|.

dt
A solucgao geral dessa equacao pode ser obtida separando o problema em dois, um para z > 0,
com =’ = |z| = x, e outro para x < 0, com 2’ = |r| = —z. Assim, a solugdo geral dessa

equagao pode ser escrita como

i) z(t) = xoet, Vt € R, para xq > 0;

ii) z(t) = xoe !, Vt € R, para zy < 0.

A continuidade Lipschitz vale para funcoes continuas cuja derivada parcial em relacao a

x seja continua por partes. Mais precisamente, uma fun¢ao f(¢,z) definida e continua em
uma regiao R do plano tem sua derivada parcial 9f/0z continua por partes em R se a regiao
R puder ser dividida em subregides Ry, ..., R,, com R = Ry U...UR,, com Jf/0x definida
e continua no interior de cada regiao Ry, k = 1,...,n, e tal que para qualquer ponto (tg, zo)
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em R e qualquer seqiiéncia {(t,,x,)}, convergindo para (o, o) dentro de uma das regioes
(ou seja para um certo k, (t,,x,) € Ry, para todo n € N), o limite

lim 731‘1(%, Tn)

n—00 ox

exista. A existéncia desse limite garante que a derivada parcial seja limitada proxima de
algum ponto de descontinuidade.

A condicao de diferenciabilidade (e até mesmo a de continuidade Lipschitz) para unici-
dade é suficiente mas nao necessaria. Nao entraremos em maiores detalhes nesse aspecto.
Vamos nos contentar com os seguintes resultados:

e Se a derivada parcial 0f(t,z)/0x em relacdo a = da funcao f(¢,z) for continua
em um ponto (o, xg) no interior do dominio de defini¢do de f(t,z), entdo em um
intervalo de tempo suficientemente pequeno contendo ¢y, ha uma e somente uma
solugao z(t) da equagao ' = f(t, x) satisfazendo a condigao inicial x(ty) = xo;

e Se a derivada parcial df(t,x)/0r em relagdo a x for continua por partes em uma
regidao R do plano tx, entdo para qualquer ponto (%o, o) no interior dessa regiao R,
existe um intervalo de tempo suficientemente pequeno contendo ¢y, no qual ha uma
e somente uma solugao z(t) da equacao 2’ = f(¢,x) satisfazendo a condigao inicial
z(to) = wo;

e Se f(t,z) for do tipo (z — x,)*, com 0 < a < 1, ent@o hd mais de uma solucao da
equagao =’ = f(t,z) com a condigao inicial x(t.) = x,.

Observe que a segunda condicao engloba a primeira, mas resolvemos separar as duas pois a
primeira é mais simples e serd aplicivel na maioria dos casos em que estamos interessados.
No caso do ponto (g, zg) nao estar no interior do dominio de defini¢do da f(¢,x), a situagao
¢ mais delicada. Nao nos preocuparemos com esse caso.

2.3. *Unicidade no futuro e no passado. As condicoes que acabamos de ver garan-
tem a unicidade tanto no futuro quanto no passado. Mais precisamente, sob as condigoes de
diferenciabilidade de f(¢,x) em relagdo a x, podemos garantir que, dada a condigao inicial

x(to) = Xy,
hé& somente uma solu¢ao = = z(t) da equacao

dx

E - (t’ ZE)
definida em um intervalo |t1, t3] contendo tg, ou seja, t; < ty < 3. Isso garante a unicidade
no passado, ou seja, no intervalo |t1, %[ e também no futuro, ou seja, no intervalo |to, ta].
Em certas situagoes, porém, onde as condicoes para a unicidade falham, pode ainda haver
unicidade em uma das diregoes, no passado ou no futuro.

No exemplo de nao-unicidade 2/ = 3z%*?, vimos que a ndo-unicidade acontece tanto

no passado quanto no futuro: dada a condigao inicial z(tg) = 0, temos vdrias solugoes
satisfazendo essa condi¢do mas com comportamentos diferentes no futuro e/ou no passado.
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()
w3f

4 3 2 e 1 1 2 3 !

-2

-3

FIGURA 2.2. Solugdes z(t) das equacdes (a) 2’ = —(3/2)x/?, ilustrando a nao-
unicidade no passado (irreversibilidade) e unicidade no futuro (determinismo),
a partir dos pontos em que z = 0; e (b) 2’ = (3/2)z'/3, ilustrando a unicidade
no passado (reversibilidade) e nao-unicidade no futuro (indeterminismo), a
partir dos pontos em que x = 0.

Considerando, agora, a equacao
dx 3
dt 2
vemos, por separacao de variaveis, que as solucoes tém a forma
+(t, —t)%?, t<t,,
0, t >t,, onde — oo < t, < 0.

Observe que todas as solugoes eventualmente alcancam a origem x = 0 e se mantém nesse
ponto a partir de um instante ¢,. Dado um certo valor ¢y € R, todas as solucoes com t, <t
satisfazem a condigao x(tp) = 0. Isso nos d4 a nao-unicidade no passado. Mas a unicidade
no futuro estd garantida, pois nao tem como uma solucao “escapar” da origem x = 0. Esse
comportamente estd ilustrado na figura 2.2(a).

O tipo de nao-unicidade pode ser deduzido do grafico da funcao préximo a um ponto
onde a derivada em relacao a variavel dependente nao estda definida. Em particular, vamos
considerar o caso de uma equacao autonoma

dz

P— % €x ,

@)
com um zero xo de f,i.e. f(zg) =0, e onde f'(x) estd definido para x préximo de xy mas nao
para xp. Vamos assumir, ainda, que o grafico de f(x) préximo a xy tenha uma das formas
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ilustradas na figura 2.3. No caso (a), temos, pelo grafico, que f(x) é positiva a direita de
xo e negativa a esquerda. Como z’ = f(x), isso significa que = é crescente a direita de xg
e decrescente a esquerda. Portanto, as solugoes se afastam de xq. Nesse caso, podemos ter
nao-unicidade no futuro, pois uma solucao pode escapar de xy, mas necessariamente temos
unicidade no passado, pois nenhuma solucao pode se aproximar de xy. Uma solucao que
passe por xy em um instante ¢y necessariamente serd igual a xy para t < .

(a) (b)

y = f(=) y = f(z)

To
/ zo T k x

(©) (d)

y = f(=)

zo

o T T

y = f(z)

FiaurA 2.3. Exemplos de unicidade parcial: (a) unicidade no passado; (b)
unicidade no futura; (c) e (d) nenhuma unicidade garantida.

No caso (b) da figura 2.3, as solugoes se afastam de z(, mas ndo podem se aproximar
de zy. Um raciocinio andlogo ao anterior indica que podemos nao ter unicidade no passado,
pois as solugoes podem alcancar zy, mas necessariamente temos unicidade no futura, pois
nenhuma solucao pode escapar de z.

Finalmente, nos casos (c) e (d) da figura 2.3, podemos nao ter unicidade nem no passado
nem no futuro, pois as solugoes podem se aproximar de xy por um lado e escapar por outro.

Em muitos casos fisicos, a unicidade apenas no futuro é natural. Um objeto em repouso,
por exemplo, pode ter chegado nesse estado por diversos caminhos possiveis. Pode ser
impossivel descobrir exatamente a sua trajetoria antes de alcangar o estado de repouso,
sendo esse um sistema irreversivel.

A nao-unicidade no futuro, porém, é menos aceita, indicando um possivel erro na mo-
delagem, ou seja, a equacao obtida pode nao corresponder ao fenomeno modelado. Isso se
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baseia na idéia filosofica de determinismo, que afirma que o futuro estda determinado pelas
condigoes atuais, nao podendo haver mais de um futuro possivel. Isso, porém, leva a questoes
filosoficas delicadas.

Uma equagao que apresenta nao-unicidade apenas no futuro é 2’ = (3/ 2)961/ 3. Verifique.
O comportamento das soluges dessa equacao esta ilustrado na figura 2.2(b).

Exercicios

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

Em cada equacao do tipo 2’ = f(t, x) abaixo, determine as regioes no plano tx onde
a fungao correspondente f(t,x) estd definida e tem derivada parcial em relagao a x
continua por partes em t e x e, portanto, a unicidade pode ser garantida no interior
da regiao.

(a) 2’ = xsint, (b) 2’ = Inz'/?, (¢) &' =Vtx, (d) 2 =z—t3,
()2’ =le—1], ()2’ =a'Plr— 1", (g) ' = |tz|, (h)2'= |z 1],
i)' =@ —-0)"Y3 () o =avr—2.
(i) ;] Vv
Considere a equacao 2/ = x'/2 — 1, em > 0. Mostre que a funcio constante

z(t) = 1, t € R, é solugao dessa equagao. Podemos garantir que ela seja a tnica
soluc@o com a condicdo inicial z(0) = 17
Resolva a equacao
dr 3 s
dt 2
por separacao de variaveis e verifique que ha unicidade apenas no passado.

Escreva a solugao geral da equagao =’ = (2 — 1)1/ 2 considerando apenas o semiplano
x> 1.
Escreva a solucdo geral da equagao =’ = (x — z,)* para 0 < a < 1 e z, € R,

considerando apenas o semiplano = > x,.
Implemente o programa abaixo em Scilab (ou similar em Matlab, Maple, etc)
para tragar as solugdes da equacdo z’ = sin(tx) com condigoes iniciais z(—20) =
—2,—1,0,1,2. Para tal, instale a versao do Scilab para o seu sistema operacional
(disponivel para Linux ou Windows 9X/NT/2000/XP, por exemplo), edite um ar-
quivo texto com os comandos abaixo (e chame-o de
programaequacaoprimeiraordem. sce
por exemplo) e, por fim, execute, na tela de comando do Scilab, o comando
exec programaprimeiraordem.sce

// Programa Scilab para tragar solugles da equagdo x’=f(t,x)

// define termo da equagdo x’=f(t,x):
deff ("[ff]=f(t,x)", ["ff=sin(t*x)"]);
// define instante inicial:

t0=-20;

// define instante final
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T=20;

// define passo de tempo para a definigdo da solugdo:
dt=0.1;

// define intervalo de tempo e passo temporal
t=[t0:dt:T];

// define posigdo inicial:

x0=0;

// resolve equagdo diferencial x’=f(t,x), x(t0)=x0:
x=o0de (x0,t0,t,f);

// traga o grafico da solugdo:

plot2d(t,x);

// define nova posigdo inicial:

x0=1;

// resolve equagdo diferencial x’=f(t,x), x(t0)=x0:
x=o0de (x0,t0,t,f);

// traga o grafico da solugdo:

plot2d(t,x);

// define nova posigdo inicial:

x0=2;

// resolve equagdo diferencial x’=f(t,x), x(t0)=x0:
x=o0de(x0,t0,t,f);

// traga o grafico da solugdo:

plot2d(t,x);

// define nova posigdo inicial:

x0=-1;

// resolve equagdo diferencial x’=f(t,x), x(t0)=x0:
x=ode(x0,t0,t,f);

// traga o grafico da solugdo:

plot2d(t,x);

// define nova posigdo inicial:

x0=-2;

// resolve equagdo diferencial x’=f(t,x), x(t0)=x0:
x=ode(x0,t0,t,f);

// traga o grafico da solugdo:

plot2d(t,x);



2. EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES

2.7. Modifique o programa Scilab do exercicio 2.6 para tracar as solucoes da equagao
2’ = xsint no intervalo —10 < ¢t < 10 com as condicoes iniciais

x(—10) = —4,-2,-1,0,1,2, 4.
2.8. Implemente o seguinte programa Scilab usado para criar a figura 1.1.

// define fungdo f(t,x)=(t/4-x)*sin(x-t)/6 )

deff ("[ff]=f(t,x)", ["ff=(t/4-x)*sin(x-t)/6"]1);

// define campo de vetores (1, f(t,x))

deff (" [ffl=fc(t,x)", ["ff=[1;f(x(1),x(2))]1"]);

// traga campo de vetores no retadngulo [0,10]x[-1,1]
x1=[0:1:10];

x2=[-1:0.2:1];

fchamp(fc,0,x1,x2);

// traga trajetérias x’=(t/4-x)*sin(x-t)/6, x(0)=-0.4, 0.4
xset ("thickness",3);

t=[0:0.01:10];

x=o0de(-0.4,0,t,f);

plot2d(t,x,1,"000");

x=0de(0.4,0,t,f);

plot2d(t,x,1,"000");

xset ("thickness",1);



CAPIiTULO 3

Equacoes de Primeira Ordem - Aspectos Geométricos

1. *Iséclinas e o estudo geométrico de equagoes nao-auténomas

Considere uma equacao diferencial de primeira ordem nao-autoénoma da forma

Vimos, em alguns exemplos, que as solugoes = = z(t) da equagao diferencial podem ser
representadas por curvas (¢, xz(t)) no plano tz. Vamos ver, agora, como certas propriedades
das solucoes podem ser obtidas diretamente da equacao, sem a necessidade de uma férmula
explicita para as solugoes. De fato, uma equacao diferencial de primeira ordem nos da
uma relagao para a inclina¢ao dz/dt da solu¢ao. Uma solu¢do x = z(t) passa pelo ponto
(t,x) = (t,z(t)) no plano tz e, nesse ponto, tem inclinagao dz/dt = f(t,z). Assim, a partir
do estudo das inclinagoes dadas por f(¢,x), é possivel fazer um esbogo das solugoes.

1.1. Iséclinas. Um conceito util nessa andlise geométrica é o de iséclina. Uma isdclina é
o lugar geométrico (no plano tx) dos pontos nos quais as solugoes tém uma mesma inclinagao.
Mais precisamente, para cada real m, temos a iséclina dada pelo conjunto de pontos (¢, x)
tais que

f(t,x) =m.

Cada solucao da equacao diferencial que passa por um ponto dessa iséclina tem, nesse ponto,
inclinacao dz/dt = m.

No caso da equacao de decaimento radioativo, ¥’ = —Ax, temos as iséclinas
—\r =m.
Nesse caso, as isoclinas sdo as retas horizontais © = —m/\, no plano tz (figura 1.1(a)).
Em cada ponto da iséclina x = —m/\, passa uma solugdo com inclinagdo m, o que pode

ser visualizado tragando-se segmentos de reta com inclinagao m, ao longo da iséclina (figura
1.1(b)). A partir apenas das isoclinas e dos segmentos de reta correspondentes, é possivel
visualizar o comportamento de decaimento das solucoes.

1.2. Concavidade. Uma outra informagao ttil que pode ser obtida diretamente da
equacao € a concavidade das solucoes. A concavidade é dada pelo sinal da segunda derivada,
com a func¢do sendo cdncava para cima (ou tendo concavidade para cima ou positiva) se

47
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(@) (b)

Ficura 1.1. (a) Solugdes da equacao de decaimento radioativo (linhas
sélidas), com A = 1/2; e iséclinas (linhas tracejadas) correspondentes a
m = —1/2,1/4,1/2 e m = 2; e (b) mesmas isdclinas, com segmentos de reta
indicando a inclinacao das solucoes através das isoclinas.

2" > 0 e concava para baizo (ou tendo concavidade para baixo ou negativa) se 2/ < 0. No
caso da equacao de decaimento radioativo, temos

7" = (=\r) = -\’ = N
Assim, z” é positivo quando x > 0, é negativo quando x < 0, e se anula quando x = 0.
Nesse caso, as regioes de concavidade para cima e para baixo das solucoes sao separadas
pela “curva”
" =0= Nz,
isto é, por z = 0.
Mais geralmente, dada uma equacao

¥ = f(t,z),

a segunda derivada é dada por

.T// = 0xf(t7w) = ft(t? 1’) + fm(t> l’)l‘l = ft(t> l’) + fm(t> l’)f(t, il?)

onde f; e f, indicam as derivadas em relacao a t e x, respectivamente. Assim, as regioes
de concavidade das solugbes no plano tx sao dadas pelo sinal de fi(t,z) + f.(t,z)f(t,z) e,
portanto, delimitadas, em geral, pela curva de nivel zero dessa funcao,

fe(t,x) + fo(t,2)f(t,z) = 0.
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Essas curvas de nivel zero sao os pontos de inflexao das solugoes.
Pode acontecer, no entanto, de f(t, ) nao estar definida em todo o plano, de modo que
a concavidade pode ser separada pela regiao de indefini¢ao da fungao (veja exemplo abaixo).

1.3. Cuidado com a notagao. As varidveis fundamentais sao a dependente e a in-
dependente. Se chamamos elas de x e t ou de y e x, ou outras letras quaisquer, isso nao
é tao relevante. Mas é preciso tomar cuidado, principalmente com a varidvel x, que, com
freqiiéncia, ora pode ser a variavel dependente, ora, a variavel independente. No caso acima,
consideramos equacoes da forma

dx

g = f(t,.’l?),

onde x é a variavel dependente. Mas, com freqiiéncia, iremos considerar equacoes escritas
na forma

dy
T x, )
i ACH)
onde x é a variavel independente. Nesse caso, as isoclinas sao dadas por
f(z,y) =m,

no plano zy. A concavidade é dada pelo sinal da fungao

fo(@,y) + fy (2, 9) f (2, 9).

1.4. Exemplos. Considere a equagao

dx

— = —2tx.

dt
Esta é uma equacgao separavel e pode ser resolvida via separacao de varidaveis. Mas vamos
deixar isso de lado, por hora, e prosseguir com a analise geométrica. Posteriormente vamos
considerar equagoes que nao podem ser resolvidas explicitamente. As iséclinas da equagao
em consideracao sao as curvas

2tr = —m.

Logo, as solucoes sao decrescentes no primeiro e terceiro quadrantes e crescentes nos outros
dois quadrantes. H& uma solucdo estacionaria igual a z(t) = 0, para todo t € R. Além
dessa, as solugoes no semi-plano x > 0 alcancam um maximo em ¢t = 0, enquanto que as
solugbes no semi-plano x < 0 alcangam um minimo em ¢ = 0. As regioes de concavidade sao
determinadas pelo sinal de

v" = =21 — 2ta’ = —2x + 2t%r = 22(t* — 1).

Logo, as solugoes sdo concavas para cima quando x > 0, [t| > 1 e quando = < 0, [t| < 1 e
sdo concavas para baixo quando x > 0, [t| < 1 e quando = < 0, |t| > 1. Inflexdes ocorrem
quando as solugoes cruzam as retas t = +1. A figura 1.2 ilustra algumas solugoes dessa
equacao.
Considere, agora, a equagao
dy _y

de o
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FIGURA 1.2. Solugoes da equagao ' = —tx.

As iséclinas sdo as retas

Yy =mzx
que, por coincidéncia, também tém inclinagdo m (figura 1.3). Assim, é ficil deduzir que as
préprias iséclinas sao as solugoes da equacao, o que pode ser diretamente verificado:

dy d (ma) Y
= mxr) = m =
de dz x
Um exemplo mais elaborado é dado pela equacgao
dy 2
As iséclinas sdo as pardbolas (figura 1.4)
Yy=m -+ z2.

As regides de concavidade sao determinadas pelo sinal de
y' =y — 20 =y—2®— 2.
O sinal é delimitado pela curva de nivel zero dessa funcao, ou seja, pela parabola

y =z + 2.
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eixo y

FIGURA 1.3. Solugoes e isiclinas coincidentes da equagao y' = y/x.

Na regiao do plano acima dessa parabola, a segunda derivada y” das solucoes, por ser igual
ay — x> — 2z, é positiva e as solucdes nessa regiao sao concavas para cima. Na regidao do
plano abaixo dessa pardbola, as solugoes sdo concavas para baixo; veja figura 1.4(b). A
figura 1.4(c) indica as regices de crescimento e de decrescimento das solugoes (setas) em
combinagao com as regides de concavidade para cima e para baixo (pequenas parébolas). A
figura 1.4(d) ilustra algumas solugoes de y' = y — 2.

Mas nem sempre as regioes de diferentes concavidades sao separadas pela curva de nivel
zero. Na equacao

dy =z
AT
por exemplo, temos
p_ y—wy Y+’
YT Ty T T

O numerador se anula apenas na origem, x = y = 0. Mas a fungdo —x/y nado estd definida
em todo eixo x e o sinal de y” muda de acordo com o sinal de y. Em outras palavras, as
regioes de concavidade sao delimitadas pelo eixo y = 0, no qual a equagao nao esta definida.
Em y > 0, as solugoes sao concavas para baixo, enquanto que em y < 0, as solugoes sao
concavas para cima.

Em resumo, na busca do comportamento geométrico das solugoes de uma equagao da
forma

dy

a = f(x’ y>7
pode-se, inicialmente, fazer o esbogo de algumas iséclinas, em conjunto com os segmentos
indicando as inclinagoes das solucoes sobre cada iséclina. Em seguida, procura-se determinar
as regioes de crescimento e de decrescimento, em conjunto com as regioes de concavidade

para cima e para baixo, das solugoes. Isso pode ser feito comecando-se com a curva de
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FIGURA 1.4. Sobre a equagao 3’ = y—x?, no plano zy: a) iséclinas (parabolas)
com as inclinagoes das soluges (segmentos de reta) correspondentes a m =
—2,—1,0,1; b) regides de concavidade para cima e para baixo das solugoes;
c) regioes de crescimento e de decrescimento das solugoes em combinagao com
as regioes de concavidade para cima e para baixo; d) algumas solugoes tipicas
da equagao (linhas sélidas) e as regides delimitadores (linhas tracejadas) do
crescimento/decrescimento e da concavidade das solugoes.

inclinagao zero da solugoes e com a curva de inflexao (segunda derivada nula) das solugoes.
Essas curvas determinam, em geral, quatro tipos de regiao, de acordo com a inclinacao e
a concavidade. No caso da funcao f(z,y) nao estar definida no plano todo, as regices de
indefinicao também devem ser identificadas e podem determinar mudancas de inclinagao e
de concavidade. A partir desses quatro tipos de regiao, ja deve ser possivel esbocar os tipos
de comportamento geométrico das varias solugoes.

Exercicios

1.1. Para cada uma das equagoes nao-autonomas abaixo, trace i) as iséclinas; ii) os seg-
mentos de reta indicando as inclinagoes das solugoes em cada iséclina; iii) as regies
de inclinagao positiva, negativa e nula das solugbes; iv) as regides de concavidade
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das solugoes; e v) solugoes tipicas.

@E=-Lato  ME=-Tyre ©P-w
@ L=y-s © S=wt (0 S =,
(2) %:—tx, (h) i—f:x—t:”, (i) %:x—l—t?’,
1.2. Considere a equagao
g—gyc =y—2x+1

Trace, no plano zy, as iséclinas associadas as inclinagoes —1,0,1,2,3 e determine
as regides de concavidade. Faga, ainda, um esbog¢o da solucao y(x) que satisfaz
y(0) = 0.

1.3. Modifique o programa Scilab do exercicio 2.6 do capitulo 2 para tracar algumas
solugoes da equagao dy/dxr = y — 2% discutida na presente secao.

2. Equacoes autonomas e linhas de fase

Um caso particular da equagao dz/dt = f(t,z) é quando a funcao f(¢,x) independente
de t, i.e. f(t,x) = f(x), como no caso de decaimento radioativo. Neste caso, temos uma
equacao de primeira ordem dita autonoma:

dx
i (x).

Com freqiiéncia, iremos escrever, simplesmente,

r' = f(z),
com a variavel independente omitida.

Conforme mencionado anteriormente, equagoes autonomas representam modelos sem a
influéncia de fatores externos sazonais.

2.1. Isdclinas e regioes de concavidade em equagoes auténomas. O caso autono-
mo ¢é mais simples de se analisar, pois as isoclinas sao sempre horizontais! Veja, por exemplo,
a figura 1.1. Assim, o comportamento das solugoes pode ser obtido diretamente do gréfico
da fungao f = f(x), como veremos a seguir.

Tomemos como exemplo a equagao com f(r) = x — 22, i.e.

dx
— =g — 2

dt
As iséclinas sdo horizontais, dadas por x — z* = m, i.e. (1 — z) = m. Para m = 0, temos
x =0 oux = 1. Nessas duas retas, as solucoes tém inclinacao zero. Para 0 < x < 1, temos
m > 0, ou seja, para x entre 0 e 1, as solugoes tem inclinagao positiva; sao crescentes. Para
x> 1oux <0, temos m < 0 e as solugoes tém inclinacao negativa; sao decrescentes (figura

2.1(a)).

2
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(a) (b)

eixo © eixo x
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FIGURA 2.1. Sobre a equagdao 2’ =  — z*: (a) isdclinas (linhas tracejadas) e
inclinagoes (segmentos de reta) das solugoes; (b) algumas solugoes.

Primeiramente, no zeros de f, i.e. no pontos onde f(x) = 0, a inclinagao é horizontal e
coincide com a da iséclina correspondente. Portanto, a solugao correspondente é horizontal,
ou seja, constante. Mais precisamente, se f(z*) = 0, entdao z(t) = x*, t € R, é uma solucao
constante, dita solu¢do estaciondria. De fato, por um lado, dz(t)/dt = 0, pois z(t) = z* é
constante, e, por outro, f(z(t)) = f(z*) = 0, de modo que x = x(t) = z*, t € R, é solugado
da equagao dz/dt = f(x).

No caso da equagao =’ = z — x?, temos duas solugoes estacionérias, z(t) = 0, para todo
t €R, ex(t) =1, para todo t € R, como ilustrado na figura 2.1(b).

Quanto as outras solugdes (nao-estaciondrias), temos trés comportamentos tipicos. Para
x entre 0 e 1, as solugoes sao crescentes, “vindo” de z = 0 e “indo” para x = 1, a medida
que t aumenta. Para x > 1, as solugoes sao decrescentes, vindo de x = +oo e indo para
x = 1. Para x < 0, as solugoes sao crescentes, vindo de x = 0 e indo para —oc.

A concavidade em equacOes autonomas também é bem mais simples. As regioes de
concavidade sao “bandas” no plano tx. De fato, na equagao

dz
E — ((L’),

a concavidade é dada pelo sinal

d’z  df(x)dz  df(x)
A2~ dz dt  da f(@).




2. EQUACOES AUTONOMAS E LINHAS DE FASE 55

Assim, as regioes de concavidade para cima sao dadas por

{(t,x); f'(x)f(z) >0,t e R} =R x {z; f'(x)f(x) >0},

que é a uniao da regiao onde f é positiva e crescente com a regiao onde f ¢é negativa e
decrescente. As regides de concavidade para baixo sao dadas por

{(t,2); f'(2)f(x) <0,t € R} =R x {z; f'(x)f(x) <0},

que é a uniao da regiao onde f é positiva e decrescente com a regiao onde f é negativa e
crescente. Para acharmos as regides de concavidade, podemos tragar o grafico de f = f(z) e
identificar essas regioes, conforme ilustrado na figura 2.2, no caso da equacao ' = x — z2.

eixo y
y=x— x>
z=0 /\x =1
f<O0 f>0 f<o0 eixo x

sinal de f(z) B } + | _
sinal de f/(z) + } -
sinal de f/(z)f(z) - } + } - } +
concavidade p/ baixo p/ cima p/ baixo p/ cima

FIGURA 2.2. Gréfico da funcao f(z) = z—x? e, abaixo, a indicacao das regioes
identificando os sinais de f(x), f'(z), f'(z)f(x) e as regides de concavidade
das solugdes z(t).

Com isso, vemos que as solugoes na regiao x > 1 sao decrescentes com concavidade
sempre para cima; as solucoes na regiao r < 0 sao decrescentes com concavidade sempre
para baixo; e as solugoes na regiao 0 < x < 1 sao crescentes, mas com um ponto de inflexao
alcancado quando x(t) = 1/2. Essas regioes estao ilustradas na figura 2.3, junto o grafico
de algumas solucoes. O instante ¢ de inflexao nao é 6bvio de se descobrir, mas ele ocorre
sempre quando a solugao alcanga o valor z(t) = 1/2.

A classificacao do comportamento das solugoes de equacoes autonomas é, na verdade,
ainda mais precisa. De fato, para uma equacao autonoma, qualquer translacao no tempo de
uma solugao continua sendo uma solugao. Mais precisamente, se z(¢) é uma solugao, entao
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F1auraA 2.3. (a) Regides de concavidade no plano tx e (b) solugoes da equagao

x=x — 2.

a translagao por um instante 7, dada por z(t) = z(t 4+ 7), também é solugao, pois

d d dx

Eaé(t) = Em(t +7) = E(t +7) = fla(t+ 1)) = f(2(t)).

Esta é uma propriedade exclusiva de equagoes autonomas. A quantidade fundamental para
a evolugdo nao é o instante ¢, mas o valor z(¢) da solucao assumido naquele instante. Se esse
mesmo valor for assumido em instantes diferentes, a evolucao da solugao serd, na verdade, a
mesma, a menos de uma translagao no tempo. Isto porque a inclinacao da solugao é dada por
uma fun¢ao f(z(¢)). Em uma equacao nao-auténoma, por outro lado, a inclinagao é dada
por f(t,x(t)) que pode ser diferente em diferentes instantes, mesmo que o valor x assumido

seja 0 mesmo.

2.2. Pontos fixos, orbitas e linhas de fase. Devido a caracteristica de simetria por
translagoes temporais, que acabamos de descrever, podemos representar as solucoes apenas
considerando o conjunto de valores assumidos por cada solucao. Esse conjunto de valores
assumidos por uma solucao é chamado de drbita. No caso da equacio 2’ = = — 22, todas
as solugoes com condicao inicial zg no intervalo |0, 1[ assumem, ao longo do eixo ¢, todos os
valores no intervalo |0, 1[. Assim, a érbita dessas solugoes é todo o intervalo 0, 1[.

No caso de solugoes estaciondrias, z(t) = z*, t € R, onde f(z*) = 0, a drbita se reduz
a um ponto na reta, o ponto {z*}. Conforme visto acima, a equagao ¥’ = z — x?, possui
duas solugoes estaciondrias, z(t) = 0 e x(t) = 1, definidas para t € R. A érbita da solugao
x(t) = 0 é o ponto {0} e a dérbita da solucao z(t) =1 é o ponto {1}. Os pontos dados pelas
orbitas de solucoes estacionarias sao chamados de pontos fixos. Os pontos fixos podem ser
achados diretamente da equacao f(z) = 0.
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No exemplo, ¥’ = x — 22, identificamos, até agora, trés drbitas, a saber, a 6rbita ]0, 1] e os
pontos fixos {0} e {1}. As outras drbitas sdo os intervalos |1, +oo[ e | — 00, 0[, correspondendo
as solugoes acima de x = 1 e abaixo de z = 0, respectivamente. Nesse exemplo, temos, entao,
cinco oOrbitas, que descrevem todas as solucoes possiveis. Podemos representar essas orbitas
em um unico eixo x, como mostra a figura 2.4. Nessa figura, tracamos, ainda, uma seta
indicativa do sentido de evolucao de cada orbita nao estacionaria. A medida que a variavel
independente cresce (pense em exemplos em que a varidvel independente representa o tempo),
os valores assumidos pela solugao variam de acordo com o sentido indicado pela seta.

a) eixo y

y=xz—x

f<o0 f>0 f<o0 eixo z

b)

< [ ] > 0 =
T

z=0

=1 eixo x

FIGURA 2.4. (a) Gréfico da fungao f(z) = x—z? e (b) linha de fase da equagao
2’ = x— 2?2, exibindo as cinco érbitas da equacao e o sentido de evolucao delas.

O conjunto de érbitas de uma equagao, com a seta indicativa do sentido das trajetorias é
chamado de linha de fase. A figura 2.4(b) representa a linha de fase da equagao 2’ = x — z°.
A linha de fase é um caso particular (unidimensional) de um diagrama de fase, que vale para
uma equagao ou um sistema de equagoes, podendo, entao, ser uma linha de fase, um plano
de fase, ou um espaco de fase, de acordo com a dimensao. Veremos planos de fase mais
adiante.

Como as iséclinas de uma equacao autonoma sao horizontais, o esbogo das iséclinas é um
certo desperdicio para o entendimento das orbitas. Ha, de fato, uma maneira mais simples
de se tragar a linha de fase. Ela pode ser obtida diretamente do grafico da fungao f(z). No
caso do exemplo 2/ = ¥ — 22, o gréfico de f(z) = x — 2? = z(1 — z) é o de uma pardbola,
com concavidade para baixo e rajzes © =0 e v = 1 (figura 2.4(a)).

Nos intervalos em que f é positivo, a derivada de z(t) é positiva e a solugao cresce. Nos
intervalos em que f é negativa, a solucao decresce. Se uma condicao inicial x( esta entre
dois pontos fixos x; e w9, com, digamos, x; < T2, e assumindo que nao ha nenhum outro
ponto fixo entre x; e 3, entao a solugdo = = z(t) com x(ty) = xo se aproxima de z; ou de
xq, dependendo do sinal da f entre x; e x5. Se o sinal for positivo, entdo z(t) seré crescente
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e se aproximard de xy. Se o sinal for negativo, entao x(t) serda decrescente e se aproximara
de xI.

Quando t — o0, a solugao nao podera convergir para nenhum ponto intermediario z*,
entre x, e Iy, pois este seria ponto fixo. De fato, teriamos

f(2*) = Tim f(2(t) = lim 2

t—o00 t—oo dt

= 0.

Assim, x* seria um ponto fixo, o que contraria a hipétese de que nao ha nenhum outro ponto
fixo entre z; € xa.

Deste modo, os pontos fixos sdo os zeros da f(x), as érbitas sdo os intervalos entre os
pontos fixos, e o sentido de cada érbita é dado pelo sinal da f entre os respectivos pontos
fixos, crescente quando f(z) > 0 e decrescente quando f(z) < 0.

E preciso observar, ainda, a regiao de defini¢ao da fungao f(z). No caso acima, f(z) =
x — 22 estd definido para todo z real e nao precisamos nos preocupar com isso. No caso de
decaimento radioativo, nao estamos interessados em massas negativas, de modo que podemos
considerar f(z) = —Az definido apenas para x > 0. Nesse caso, a linha de fase se reduz a
um ponto fixo em x = 0 e uma drbita decrescente em |0, 0o]. Se f(z) = arcsinz, entdo f(x)
estd definido apenas em —1 < x < 1, de modo que a linha de fase dessa equacao se reduz
ao intervalo | — 1, 1[. Nesse intervalo, temos f(0) =0, f(z) >0em 0 <z < 1le f(z) <0
em —1 < z < 0. Desta forma, a linha de fase é composta de um ponto fixo em xz = 0 uma
érbita ]0, 1] crescente em x e uma érbita [—1, 0] decrescente em x.

Um outro exemplo em que é preciso tomar cuidado com a regiao de definicao da equacao
é ' = Inz. Nesse caso, f(z) = Inz estd definido para z > 0. H& um ponto fixo em = = 1,
uma 6rbita decrescente em |0, 1] e uma drbita crescente em |1, 0ol.

Em resumo, para tracarmos a linha de fase, podemos comegar delimitando a regiao (na
reta x) de definigdo da equagao, ou seja, da fungao correspondente f(x), e esbogando o grafico
de f(z). Em seguida, podemos marcar os pontos fixos, que sao os zeros de f(z). Depois,
podemos tragar segmentos de reta entre os pontos fixos (e dentro da regiao de definigao
da fungao), indicando as dérbitas nao-estacionarias. Finalmente, podemos marcar as setas
indicativas do sentido de crescimento das 6rbitas, que é determinado pelo sinal da f(z) ao
longo de cada érbita: sinal positivo indica um crescimento no sentido positivo de x, enquanto
que um sinal negativo indica um decrescimento em .

2.3. Tipos de pontos fixos. Os pontos fixos podem ser classificados de acordo com o
comportamente das solucoes vizinhas. Tipicamente, temos os pontos fixos atratores, repul-
sores e conectores (figura 2.5). No caso de atratores, as érbitas proximas ao ponto fixo se
aproximam dele. No caso de repulsores, as orbitas préximas ao ponto fixo se afastam dele.
No caso de um ponto fixo conector, as érbitas de um lado se aproximam dele, enquanto que
as orbitas do outro lado se afastam. No exemplo ' = z — 22, temos que = 0 é um ponto
fixo repulsor, enquanto que x = 1 é um ponto fixo atrator.

H4& outros tipos de pontos fixos? (Veja o exercicio 2.7.)
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ponto fixo atrator ponto fixo conector

> 0 = < [ ] > > @ > < o =

ponto fixo repulsor ponto fixo conector

F1GURA 2.5. Pontos fixos atratores, repulsores e conectores.

2.4. Exemplo: difusao de calor — lei de resfriamento de Newton. Considere um
objeto em um meio com temperatura ambiente 7T,. A lei de resfriamento de Newton afirma
que a taxa de variagao de temperatura em relacao ao tempo é proporcional a diferencga entre
a temperatura do corpo e a do meio ambiente. Assim, se T' denota a temperatura do objeto,
temos a equagao

dT
— = k(T -T).
= Al )

O fator k representa o coeficiente de dissipacao térmica. A funcdo f(T) = —r(T —1T,) é
uma reta, que se anula em 7' = T, é positiva para T" < T, e negativa para T > T, (figura
2.6(a)). Assim, temos um ponto fixo em 7" = T, uma 6rbita decrescente em |7, 00| e uma
érbita crescente em | — oo, T,.[ (figura 2.6(b)). Cada drbita representa solugoes da equagao,
que nesse caso sao da forma T'(t) = T, + Ce ", com C' = 0 correspondendo ao ponto fixo,
C >0, a érbita |T,,00[ e C' < 0, a 6rbita | — oo, T, (figura 2.6(c)).

2.5. Exemplo: dinadmica populacional — o modelo logistico. Assumindo uma taxa
de crescimento especifico constante 1 > 0 para uma populacao de um certo organismo, temos
a equacao

dx
Nesse caso, a populacdo cresce exponencial e indefinidamente, z(t) = Cexp(ut). Por razoes
de escassez de recursos, fatores sociais, etc., é natural esperarmos que a taxa g nao seja
constante e diminua com o aumento da populacao, chegando mesmo a ficar negativo, caso a
populagao seja muito grande.

Assim, é natural considerarmos p = pu(x) dependendo da populagao x. Por exemplo,

,u(x)zA(l—xﬁr).

Para x < x,, temos u(x) &~ A, ou seja, uma taxa de crescimento especifico aproximadamente
constante. Para x ~ x,, temos u(z) < A, ou seja, a taxa de crescimento diminui considera-
velmente a medida que a populagdo se aproxima do valor critico x,. Para x = z,, u(z) =0,
e a populagao se estabiliza. Para x > z,, temos p(z) < 0, e a populagao decresce.

Temos, assim, a equacao
dx x
— =A|{1-— |
dt T,

Uma outra forma de escrever essa equacao é

= v — v,
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F1aurA 2.6. (a) Grafico da funcao f(T') = —k(T — T,.); (b) Linha de fase da

equagdo T = —k(T — T,), exibindo as trés drbitas da equacao e o sentido de
evolugao delas; (c¢) Grafico de trés solugoes T' = T'(t), correspondentes a cada
orbita.

onde v = \/x,. Este é conhecido como o modelo logistico de dinamica populacional. Sendo
os parametros A\ e 7y positivos, sua analise, em termos de linha de fase, é essencialmente a
mesma que a da equacao o’ = x — 2 feita anteriormente. Temos dois pontos fixos, z = 0 e
x =z, = A/, uma Orbita ligando x = 0 a © = x,,, uma érbita decrescendo de x = 400 para
r = x, e, se permitirmos x negativo, uma outra orbita ligando x = 0 a x = —oco. O ponto
fixo x = 0 é um repulsor e o ponto fixo x = 1, um atrator.

Lembrando das fases de crescimento de uma colonia de bactérias, observamos que a
equacao logistica é capaz de modelar aproximadamente a fase exponencial e a de estagnagao.
As outras fases, no entanto, s6 podem ser modeladas satisfatoriamente através de sistemas
de duas ou mais equagoes de primeira ordem.

Um exemplo especifico é dado pelo crescimento de uma colonia do fungo S. cerevisiae.
Dois experimento realizados por Gause [6] apresentaram uma evolugdo do volume desse
fungo de acordo com a seguinte tabela.

hora: 6 6,5 15 16 24 29 315 33 40 44 42 455 47
vol.. 0,37 1,63 6,2 887 10,97 12,5 12,6 12,9 1327 12,77 12,87 12,9 12,7

A melhor aproximacao pelo modelo logistico corresponde a A = 0, 2586 e z, = 12, 74.
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Exercicios

2.1. Esboce a linha de fase das seguintes equacoes diferenciais autonomas, classificando
todos os pontos fixos:

(a) 2’ =2(x —1)* (b) 2’ =2* (c) 2’ =cosz (d) 2’ = (z — 1)2?
(e) 2’ = sin2x (f) 2’ =2* (g) 2’ =cosz—1 (h) 2’ =2*(x—1)(z+1)
()2 =2*+1 (ya'=e" (k)a'=x+¢" () ' =sinz +1

2.2. Classifique os pontos fixos das equacoes do exercicio 2.1.

2.3. Esboce o grafico das solugoes (no plano tx) correspondentes as érbitas das equagoes
do exercicio 2.1.

2.4. Para cada uma das linhas de fase da figura 2.5, reconstrua o conjunto de solugoes
no plano tz, tragando solugoes compativeis com o comportamento indicado na linha
de fase.

2.5. Trace, no plano tx, solugoes correspondentes a cada uma das érbitas de uma equagao
cuja linha de fase tem a forma —— ¢ <« ¢ —— ¢ <.

2.6. Se uma solugao z(t) da equagao =’ = z%(x — 1)(z + 1) é tal que lim;_, z(t) = 0,
qual o valor de lim,,_ x(t)?

2.7. Esboce a linha de fase da equagao ' = f(x), onde f(x) = —23sin(1/z), para x # 0,
e f(0) = 0. Podemos classificar todos os pontos fixos dessa equa¢ao como atratores,
repulsores ou conectores?

2.8. Considere a equagao diferencial 2’ = 42%(3 — 2x). Faga um esbogo da linha de fase
dessa equagao e faga um esbogo do grafico (no plano tz) das solugoes particulares
com z(0) =1/2 e z(0) = —1.

2.9. Considere a equagao =/ = z(z + 1/2)*(x — 1)%. Seja z = z(t) a solugdo tal que
z(0) = 1/2. Quais sao os limites lim; o, x(t) e lim;__ x(¢)?

2.10. Considere a equagao ' = z(z—1)(x—2). Se x = x(t) é a solugao tal que x(10) = 3/2,
ache o limite ¢ = lim,_,, z(t).

2.11. Dé um exemplo explicito de uma fungao f(z) definida para todo x € R tal que a
equagao =’ = f(x) tenha trés pontos fixos, sendo dois repulsores e um atrator.

2.12. Varias leis foram propostas para a taxa de crescimento especifico em dinamica po-
pulacional, como, por exemplo,

(0) p(x) = Al (o) ) = 2=,
@0 =2 (1-(£)). (@) p@) = (A — az + e)

onde todos os parametros sao positivos. Faca o esboco do diagrama de fase em cada
um desses casos.
2.13. No caso da dinamica logistica
dx

— = \x —y2?,

dt



62

2.14.

2.15.
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mostre que y(t) = (7/\)z(t/\) satisfaz

dy_ 9
a Y '

O modelo de Solow para o crescimento economico foi discutido no exercicio 2.5 do
capitulo 1. Nele, o produto nacional total é dado por aK'=?J? onde K é o capital,
J é a forca de trabalho, @« > 0 e 0 < # < 1. Uma fracao constante 0 < A < 1 desse
produto é usada para aumentar o capital, de modo que a variacao do capital é dada
pela equagao

A8 ek,

dt
enquanto que a forca de trabalho cresce exponencialmente de acordo com a equagao
diferencial J' = pJ, onde p > 0.

(a) Ache uma equagao diferencial de primeira ordem auténoma para o razao r(t) =
K(t)/J(t) entre o capital e o trabalho e determine as regides de existéncia e
unicidade dessa equacao.

(b) Trace a linha de fase da equagdo para r e determine, para valores iniciais
K(0), J(0) positivos arbitrarios, o limite da razao capital/trabalho quando ¢
vai para infinito.

Implemente a modificacao abaixo do programa Scilab do exercicio 2.6 do capitulo
2 para tracar algumas solucoes da equacao ' = x — x?. Como algumas solucoes
explodem em tempo finito, um certo cuidado deve ser tomado com o intervalo
temporal de definicao de cada solucao. Por exemplo, as solugoes com condigoes
iniciais z(—1) = 0,0.05,0.3,1, 2,4 estao definidas para todo ¢ > 0 e podemos tracar
os seus graficos no intervalo —1 < ¢ < 5. J4 a solugdo com condigao inicial z(—1) =
—0.005 explode antes de t = 5 e o seu grafico deve ser tracado em um intervalo
menor, por exemplo —1 <t < 4. O programa abaixo traga essas solugoes

// Programa Scilab para tragar solugdes da equagdo x’=x-X"2

// define termo da equagdo y’=f(t,y):
deff("[ff]=f(t,x)", ["ff=x-x"2"]1);

// define instante inicial:

t0=-1;

// define instantes finais

Ta=5;

Tb=4;

// define passo de tempo para a definigdo da solugdo:
dt=0.1;

// define intervalos de tempo e passo temporal
ta=[t0:dt:Tal;

tb=[t0:dt:Tb];

// define posigdes iniciais:

x01=0
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x02=0.05;

x03=0.3;

x04=1;

x05=4;

x06=-0.005;

// resolve equagdo diferencial x’=f(t,x), x(t0)=x0i:
x1=o0de(x01,t0,ta,f);

x2=0de (x02,t0,ta,f);

x3=0de (x03,t0,ta,f);

x4=0de (x04,t0,ta,f);

xb=o0de (x05,t0,ta,f);

x6=0de (x06,t0,tb,f) ;

// traga os gréficos das solugdes:
plot2d(ta, [x1’ x2’ x3’ x4’ x5°],[1 1111 1]);
plot2d(tb, x6);

3. Outros aspectos de linhas de fase

3.1. Intersecao de d6rbitas: unicidade versus nao-unicidade. Nas regioes de uni-
cidade das solugoes em relacao as condicoes iniciais, a descricao é mais precisa. A unicidade
implica em que ou as 6rbitas nao se interceptam ou elas se coincidem completamente; elas
nao podem se interceptar apenas parcialmente. Em particular, dados dois pontos fixos x;
e xy, que sao solucoes constantes, nenhuma outra solucao pode “atravessar” esses pontos.
Uma solugao x(t) crescente entre x; e xo nao podera alcangar x5 em tempo finito. Logo,
devemos necessariamente ter o limite x(t) — x2 quando t — co. Analogamente, uma solugao
x(t) decrescente entre x; e xo serd tal que lim; .., x(t) = x;. Veja, por exemplo, a figura
2.4(b), que mostra as solugoes da equagao 2’ = x — x2. As solugoes x = z(t) entre z = 0 e
x =1 sdo tais que limy_,o z(t) = 1 e lim;—,_ x(t) = 0.

J& no caso da equacao

dx
dz _ s
dt
temos a solugao trivial z(t) = 0, ¢ € R,, assim como a solugao z(t) = —t*/3. Esta ultima

solucao se aproxima de x = 0, quando t — 07, é igual a x = 0, quando t = 0, e de afasta
de z =0, em ¢ > 0. Ela “atravessa” a solugao trivial z(¢t) = 0 em ¢ = 0. Nao h4 unicidade,
nesse caso, e as Orbitas se cruzam. Veja a figura 3.1. H&, na verdade, uma infinidade de
solugoes se cruzando na origem, como mostra o exemplo da figura 2.2.1.

3.2. Quao rapido para o ponto fixo? Considere a equagao
de
prie

em x > 0, onde p > 0. Temos que x* = 0 é um ponto fixo. Além disso, em x > 0, temos

—2P < 0, de modo que as solugoes, em x > 0, decrescem, convergindo para o ponto fixo. Mas
quao rapida é essa convergéncia? Isso esta associado a poténcia p. De fato, para 0 < z < 1

_xP’
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a)
eixo y
c) .
eixo x
f<o <o x(t) = —t3/3
eixo x
y = —z2/3
z(t) =0 eixo ¢
b)
z=0 eixo x

FIGURA 3.1. (a) Gréfico da funcio f(z) = —2%?; (b) linha de fase da equacdo
r' = —x?/3, exibindo as trés érbitas da equacio e o sentido de evolucio delas:
e (c) gréfico de duas solugoes passando pelo mesmo ponto, no mesmo instante,
i.e. tais que x(0) = 0, ilustrando a nao-unicidade e o cruzamento de solugoes
e de orbitas.

fixo, temos que xP cresce a medida que p diminui. Assim, quanto menor p, maior xP, de

modo que a velocidade dz/dt = —zP, é mais rdpida quanto menor for p.
No caso do decaimento radioativo (p = 1), a solucao é
z(t) = Ce ™.

A convergéncia em direcao ao ponto fixo é, portanto, exponencial. Note que o ponto fixo
nao ¢ alcancado em tempo finito, isto é, as érbitas nao se cruzam. Isto estd associado ao fato
de, nesse caso de p = 1 (ou, mais geralmente, para p > 1), a solugao ser unica em x > 0. Ja
no caso p = 2/3, vimos acima que a convergéncia é muito mais rapida, pois a solugao,

alcanca o ponto fixo em tempo finito t,. Essa situacao acontece, de fato, para toda poténcia
0 < p < 1. Verifique usando separacao de variaveis!

Considere, agora, o caso p = 2. Nesse caso, usando separacao de variaveis, e considerando
a condicao inicial z(1) = 1, temos a solucao

Esta solucao também converge para o ponto fixo z* = 0, mas essa convergencia é algébrica
(o inverso de um polinémio de grau um, no caso), muito mais lento que o exponencial. A
convergencia também é algébrica para qualquer inteiro p > 1. Verifique resolvendo a equagao
pelo método de separacao de varidveis. Mesmo no caso em que p > 1 nao é um inteiro, temos
n < p < n+1, para algum inteiro n, e, assim, a convergeéncia esta limitada entre duas funcoes
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algébricas (mais precisamente, (n—1)"'%~"") < 2(t) < n~'""). Por isso, dizemos também
que a convergeéncia ¢é algébrica.

a) b) 0

eixo x eixo = eixo =

eixo t eixo t eixo t

FIGURA 3.2. Solucao tipica de ' = —zP, em x > 0, nos casos (a) 0 < p < 1,
convergéncia em tempo finito; (b) p = 1, convergéncia exponencial; e (¢) p > 1,
convergéncia algébrica.

De maneira geral, temos que a convergéncia é mais rapida quanto menor for a poténcia
p. Além disso, a convergencia pode ser em tempo finito, se 0 < p < 1, exponencial, se p = 1,
e algébrica, se p > 1 (figura 3.2). Em relagao a unicidade, temos que —z? é diferenciavel em
x > 0sep>1enao é diferenciavel se 0 < p < 1. Portanto, temos unicidade de solugoes se
p > 1 e nao-unicidade se 0 < p < 1.

Essa andlise pode ser estendida para x < 0, desde que a equacgao faga sentido e as solugoes
nessa regiao crescam em dire¢ao ao ponto fixo. Por exemplo, podemos considerar

dx

dt
que a convergéncia para o ponto fixo x* = 0 tem o mesmo comportamento em relacao a
poténcia p descrito acima. Os possiveis comportamentos estao ilustrados na figura

= "T‘p>

3 b) ©)

eixo = eixo = ix0 ¢ eixo © ix0 ¢
eixo t eixo eixo

Ficura 3.3. Solucao tipica de 2’ = |z|P, em = < 0, nos casos (a) 0 < p < 1,
convergéncia em tempo finito; (b) p = 1, convergéncia exponencial; e (¢) p > 1,
convergéncia algébrica.

Esta mesma analise pode ser feita para uma equacao z’

= f(x) em torno de um ponto
fixo qualquer z*, a partir de uma aproximagao da forma f(z) ~

alx — x*)P, préoximo de
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P convergencia unicidade
0 <p<1 em tempo finito nao
p=1 exponencial sim
p>1 algébrica sim

TABELA 3.1. Tipo de convergéncia e unicidade para as solucoes em x > z* de
uma equacao da forma 2’ = —(z — 2*)g(z), onde 2* € R e g(x) é uma funcado
continuamente diferenciavel com g(z*) > 0.

x*, onde o erro nessa aproximacao pode envolver termos com poténcia maior que p. Mais

precisamente, a conclusao da velocidade de decrescimento vale préximo a um ponto fixo z*
caso

f(z) = —(z —a%)Pg(x),
para x > z*, onde g(x) é uma funcdo continuamente diferencidvel em z*, com g(x*) > 0.
Para os mais interessados, o exercicio 3.12 d4 um esbogo da demonstracao desse resultado.
A tabela 3.1 sintetiza esses resultados. Como antes, essa analise pode ser devidamente
adaptada para x < x*.

3.3. Quao rapido para infinito? De maneira analoga, podemos analisar quao rapido
as solugoes divergem para o infinito. De fato, considere uma equacao da forma
de
dt
em x > 0, onde p > 0. Nesse caso, temos 2P > 0 e as solucoes crescem ilimitadamente. As
solugoes podem ser obtidas via separacao de variaveis.
No caso de crescimento populacional (p = 1), temos
z(t) = Cé',
definido para todo ¢ real, e o crescimento é exponencial. No caso p = 1/2, temos
1
z(t) = Z(t + C)?,
definido pelo menos para todo ¢ positivo, e o crescimento é algébrico. No caso p = 2, porém,
a solucao é

P,

que esta definida apenas para t < C. Além disso, x(t) / oo, quando t /* C. Nesse caso, a
solucao diverge em tempo finito e dizemos que houve uma explosao em tempo finito. Essa
explosao em tempo finito ocorre para todo p > 1, o que pode ser verificado explicitamente,
resolvendo-se a equagao por separacao de variaveis.

Mais geralmente, se 0 < p < 1, dizemos que a solucao explode algebricamente, se p = 1,
a explosao é exponencial, e se p > 1, a solugao explode em tempo finito (figura 3.4). Além
disso, quanto maior p, mais rapida a explosao.
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a b) )

eixo x eixo x eixo x

_/, ]

eixo t eixo t rz=C eixo t

FI1GURA 3.4. Solugao de ' = 2P nos casos (a) 0 < p < 1, explosao algébrica;
(b) p = 1, explosao exponencial; e (¢) p > 1, explosdao em tempo finito ¢t = C.

A mesma andlise vale para uma equacdo =’ = f(z) caso
azx? < f(x) < bz, para x suficientemente grande,

onde 0 < a < b < co. A idéia é que podemos comparar a solugao de ' = f(x) com as solugdes
de v/ = ay? e 2/ = by? e mostrar que y(t) < z(t) < z(t). Assim, a poténcia p determina o
crescimento de y(t) e z(t), que, devido a essa desigualdade, determina o comportamento de
x(t).

Dessa forma, podemos afirmar que as solugoes de
2’ =2 — 2® + /x + sin(z)

com condic¢ao inicial suficientemente grande explodem em tempo finito, pois o termo que
domina quando z — oo é z°. Por outro lado, as solucoes de

2’ = z'/%(2 + sin(x))

com z(0) = z¢ > 0 crescem algebricamente, pois x'/? < '/2(2 +sin(z)) < 32'/2, para todo
x> 0. As solucgoes de ' = e* também explodem em tempo finito, pois e* é assintoticamente
maior do que qualquer poténcia aP. Equagbes 2’ = f(x) com fungdes racionais também
podem ser facilmente analisadas. Por exemplo, as solugoes positivas de

2
’ T

U

explodem linearmente, pois para * — oo, f(z) = 2?/(1 + z*) — 1, de modo que para x
grande, a solucao satisfaz aproximadamente a equacao =’ = 1, que apresenta um crescimento
linear (que é algébrico). Ja as solugdes positivas de

4
’ i

L

apresentam explosdo em tempo finito, pois z*/(1 + 2?) ~ 22 para x grande. A tabela 3.2
sintetiza esses resultados. Finalmente, um caso que nao esta coberto pela tabela e que seria
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P explosao
0<p<1 algébrica

p=1 exponencial
p>1 em tempo finito

TABELA 3.2. Tipo de explosao para as solugoes de uma equacgao da forma
x' &~ 2P, para z suficientemente grande.

equivalente ao caso p = 0 é o da equagao
, T
14 2?
cujas solucoes positivas apresentam uma explosao sub-linear. Isso se deve ao fato de que
z/(1+2z%) — 0, quando x — o0, sendo a explosao menor do que qualquer crescimento linear.

T

Essa analise também vale quando a solugao diverge para menos infinito. Por exemplo, as
solucoes negativas de 2’ = z explodem exponencialmente; as solucoes negativas de 2/ = 23
explodem em tempo finito; e as solucdes negativas de 2’ = —|z|'/? explodem algebricamente.
Isso pode ser estendido para outras potencias, desde que a equacao faca sentido. A figura
3.5 ilustra algumas situacoes.

a) b) ©)

eixo x R eixo x R eixo x
eixo t eixo t

- _

r=C eixo t

Ficgura 3.5. Solug¢do de 2’ = —|z|’ nos casos (a) 0 < p < 1, explosdo
algébrica; (b) p = 1, explosdo exponencial; e (¢) p > 1, explosdo em tempo
finito t = C.

Finalmente, essa analise de explosao também vale “no passado”, ou seja, se as solugoes
explodem em tempo finito, exponencialmente ou algebricamente, quando ¢ decresce. A tnica
diferenca para que isso aconteca ¢é o sinal. Mais precisamente, na equacao

dr
prie
em z > 0, com p > 0, temos, quando t — —o0, crescimento algébrico, se 0 < p < 1,
crescimento exponencial, se p = 1, e explosao em tempo finito, se p > 1 (veja figura 3.6).

—l’p,
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Idem para =’ = f(x) caso
—az? < f(x) < —bxP, para z suficientemente grande,

com 0 < a<b< oo.

a) b) 0
eixo = eixo = eixo =
eixo t eixo t z=( eixo t
Ficura 3.6. Comportamento quando ¢ — —oo das solucoes de =/ = —zP

nos casos (a) 0 < p < 1, explosdo algébrica no passado, quando t — —o0;
(b) p = 1, explosdo exponencial no passado, quando t — —o0; e (¢) p > 1,
explosao em tempo finito no passado, quando t \, C'.

3.4. Reconstrucao das solugoes a partir da linha de fase. Vimos, acima, o pro-
cesso de construcao da linha de fase a partir da equagao ou a partir das solugoes. Um processo
inverso importante é o de reconstruir o gréfico das solugoes a partir da linha de fase. Basta,
para isso, observarmos os pontos fixos, que geram as solucoes estacionarias, e, em seguida,
as setas indicativas do sentido das outras 6bitas, indicando se as solugoes correspondentes a
cada orbitas sao crescentes ou decrescentes.

(a)

—_—> 00— 0 —> ¢ «—
eixo x

eixo x

(b) eixo x (c)

¥ ~
/ /

— eixo t — eixo t

e ——
— o

FIGura 3.7. (a) Linha de fase e (b) reconstrucdo de um conjunto de solugoes
compativeis com a linha de fase.
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Uma informagao que perdemos nesse processo ¢ a das regides de concavidade. Outra
informagao é sobre a unicidade. Perdemos, ainda, as informacgoes sobre a velocidade de
crescimento para o infinito (se algébrico, exponencial ou com explosao em tempo finito) e de
aproximacao dos pontos fixos (se algébrica, exponencial ou em tempo finito). Casa nada seja
explicitado em contrario, assumiremos sempre que hé unicidade, eliminando, pelo menos, a
possibilidade de aproximacao dos pontos fixos em tempo finito e um possivel “escape” das
solugoes a partir de pontos fixos.

No exemplo da figura 3.7(a), vemos quatro pontos fixos, o primeiro (da esquerda para a
direita), atrator, o segundo, repulsor, o terceiro, conector e o quarto, atrator. Um conjunto
de solugoes compativeis com essa linha de fase aparece na figura 3.7(b). Assumimos, nesse
caso, unicidade, mas nao podemos afirmar se ha explosao em tempo finito no passado para
as solugoes ilimitadas (acima e abaixo de todos os pontos fixos). A figura 3.7(c) mostra um
outro conjunto de solucoes, com explosao em tempo finito, também compativel com a linha
de fase.

3.5. Reacoes quimicas. Em fenomenos envolvendo reacoes quimicas e bioquimicas,
uma lei fundamental é a lei de acdo das massas. Esta lei descreve a razao de variacao da con-
centracao das substancias envolvidas na reacao. Tomemos como exemplo duas substancias
quimicas X e Y que se combinam para formar uma nova substancia Z. A notagao classica é

X+Y — Z.

Um exemplo simples de reacao dessa forma é a formacao de cloreto de sédio por Nat4Cl~ —
NaCl. Nessa reagao, um atomo de sédio cede um elétron para um atomo de cloro, formando
um ion eletro-positivo de sédio e um ion eletro-negativo de cloro, levando a uma atracao
elétrica entre os dois ions e a formagao de uma ligacao quimica no composto NaCl chamada
de ligacao ionica. Um outro exemplo é HT 4+ OH™ — H,0O. Esta ¢ uma ligacao covalente,
onde elétrons de um ou mais atomos sao compartilhados com os outros atomos. No caso, o
elétron de cada hidrogénio é compartilhado com o outro atomo de hidrogénio e com o atomo
de oxigénio. Esta ligacao é mais forte que a ionica.

Voltando a reacao X +Y — Z, para que cada molécula da substancia Z seja criada, duas
moléculas de X e Y devem colidir com energia suficiente. Se x e y denotam a concentragao
dessas substancias em um determinado volume (concentracao = quantidade de moléculas por
unidade de volume, tipicamente molaridade por litro, sendo 1 mol= 6,02 x 10?* moléculas),
a probabilidade de uma colisao é proporcional ao produto zy. E razoavel assumir que a
probabilidade de uma colisao ser suficientemente energética é uma fracao da probabilidade
total de colisoes e, portanto, é também proporcional ao produto xy. Assim, a taxa de
variacao da concentracao z da substancia Z é proporcional ao produto xy. Logo, existe uma
constante de proporcionalidade x, chamada de constante de reacao, tal que

dz
dt
Se quisermos explicitar a constante de reacao x, escrevemos

X+Y 57

= KTY.
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Esta constante de reacao depende da estrutura das moléculas e da temperatura da mistura.
Observe que nesse processo, as concentracoes de X e Y também diminuem. Isso pode

ser analogamente quantificado pelas equacoes

dz dy

a - @
Assim, temos um sistema de equagoes diferenciais ordinéarias, com as trés variaveis dependen-
tes x, y e z e a variavel independente t. Esse sistema pode ser simplificado considerando-se
uma certa conservacao de massa, ja que as substancias se transformam umas nas outras.
De fato, é natural esperarmos que a soma = + z das concentragoes de X e Z seja constante
durante uma reacao visto que a cada colisao suficientemente energética uma molécula de X
desaparece enquanto que uma de Z aparece. Da mesma forma, a soma y+ z também deve ser
constante. Essas fatos podem ser observados diretamente das equagoes acima, verificando
que

= —KIY.

d d
&(erz)—O—&(erz).

Em outras palavras, * + z e y + z sao constantes durante a reacao.

Digamos, agora, que z + z = a e y + z = b, para constantes a e b. Conhecendo as
concentragoes iniciais de z, y, z, podemos achar a e b e escrever uma equacao diferencial para
a concentracao z:

dz
i k(a — 2)(b— 2).

A lei de acao de massas também se aplica a reagoes envolvendo mais de duas substancias,
ou numeros diferentes de moléculas de cada substancia. Por exemplo, no caso de uma reacao
da forma X 4+ 2Y + 37 — W, a reacao acontece apds uma colisao sextupla, suficientemente
energética, entre uma molécula de X, duas de Y e trés de Z, de forma que

dw

dt
Como antes, temos, também, equagoes para as derivadas de z, y e z, dando um sistema de
quatro equacoes:

= kay’2s.

¥ = —kray?2?,

y' = —2kay?2°,
' = —3ray’s,
/ 2.3

w' = Kry“z°.
Observe as constantes multiplicativas nas equacoes para y’ e 2/, indicando a quantidade de
moléculas de Y e Z que sao absorvidas em cada colisao. Observe, ainda, que as quantidades
x4+ w, y+ 2w e z + 3w sao conservadas. Como antes, essa informacao pode ser usada para
reduzir o sistema a apenas uma equacao.

Um exemplo de reacao com mais de uma molécula de cada elemento é a decomposicao
de peréxido de hidrogénio (4gua oxigenada) em dgua e oxigénio, dada por 2H,Oy — 2H,0 +
O,. Esta é uma reacgao lenta, caracterizada por uma constante de reacao relativamente
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pequena. Essa reagao pode ser acelerada em mil vezes com a adicao do catalizador FeCls,
como acontece, por exemplo, com agua oxigenada em um ferimento, com o borbulhamento
de Os. A reacao ainda pode ser acelerada até um bilhao de vezes com a enzima catalase,
presente em muitas células.

Uma outra reacao importante involve o ozonio da atmosfera, que pode reagir com um
ion de cloro na reacao Cl + O3 — OCl 4 Os. Os dtomos de OCI tendem a se juntar entre si,
formando um dimero (OCl)y, que, por sua vez, se quebra sob a agao da radiagao solar, de
acordo com (OCl)y — Oy + 2Cl. Isso forma uma rea¢ao em cadeia, prejudicial a camada de
ozonio. Mas essa é apenas uma dentre muitas reagoes que envolvem a evolugao da camada
de ozonio, que é um fenomeno bastante complexo.

O fenomeno de decaimento radioativo também pode ser posto no contexto de reagoes
quimicas. O decaimento do carbono-14, por exemplo, é dado pela reacio Cg' — Ni* + e.
Utilizando a lei de acao das massas, obtemos a equacao ' = —Az para o decaimento da
massa de carbono-14, para uma constante de reagcao A > 0 apropriada.

Na pratica, no entanto, a grande maioria das reagoes acontece nas duas direcoes, com uma
molécula de Z podendo se quebrar em duas moléculas de X e Y, mas com uma constante
de reacao que pode ser muito menor. De qualquer maneira, temos tipicamente uma reagao

que pode escrita na forma
K1

X+Y =7

K2

com constantes de reagao k1 e kg. Assim, as equacoes para as respectivas concentracoes sao
2 = K1Y — Koz,
T = KoZ — K1xY,
Y = KoZ — K1TY.

A solucao de equilibrio satisfaz
K1y — Koz = 0.

Novamente, se nao houver mais nenhuma reacao envolvendo essas substancias, temos
xr+ 2z =aey+ 2z =>b constantes, logo,

2 =ki(a—2)(b—2) — Kz
com a solucao de equilibrio dada por uma das raizes de
ki(a—2)(b—z) — Kkez =0,

que sao

2
24 :1 a—l—b—i-@j: <a+b+@) — 4ab
2 K1 K1
A linha de fase da equacao em z, com a e b fixos, tem a forma mostrada na figura
3.8(a). No entanto, como z,y,z > 0, devemos ter a,b > 0 e 0 < z < min{a,b}. Além
disso, comparando a pardbola k;(a — z)(b — z) com a pardbola ki(a — z)(b — 2) — Koz em
z > 0, podemos deduzir que 0 < z_ < min{a,b} < max{a,b} < z,. Portanto, no intervalo
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zZ_ zZ4 0 zZ_ min{a, b}
> 0 = o —» | > 0 =« |

F1cauraA 3.8. Linha de fase da equagao 2z’ = k;(a— z)(b— z) nos casos (a) reta
toda, (b) intervalo 0 < z < min{a, b}.

0 < z < min{a, b}, temos a linha de fase mostrada na figura 3.8(b) e podemos deduzir que
para qualquer condicdo inicial zg com 0 < z; < min{a,b}, a solu¢do z(t) com z(0) = z
satisfaz lim,_,, 2(t) = z_, ou seja, a concentracao da substancia Z converge para z_. Os
parametros a e b estao, na verdade, relacionados com as concentragoes iniciais xg, 1o € 2o das
substancias X, Y e Z, através de a = xg + 29 e b = yg + z9. Assim, dadas as concentracoes
iniciais das trés substancias, podemos encontrar as concentragoes limites delas.

H& varias unidades de medida para indicar a concentracao de uma substancia em uma
mistura. Uma unidade tipica é a de porcentagem de volume. Por exemplo, 100ml de cerveja
com alcool a 4,7% vol. tem aproximadamente 4,7m1 de dlcool diluidos em 95,3m1 de dgua (o
que nao ¢é totalmente verdade, pois ha varias outras substancias diluidas na cerveja, como
gés carbonico, mencionado abaixo). Também é costume se usar porcentagem de massa,
indicando a propor¢ao da massa de uma substancia em relagao a massa total da mistura.
Por exemplo, cervejas apresentam uma concentracao de gas carbonico variando entre 0,4 e
0,78% de massa, o que também pode ser expresso em porcentagem de volume, que nesse
caso varia entre 2.2 e 4% vol. Para pequenas concentragoes, uma unidade tipica é a ppm,
ou partes por milhao. Ela descreve a quantidade de massa de uma substancia em relacao
a quantidade total de uma mistura de substancias. Quantidades ainda menores podem ser
medidas em ppb, ou partes por bilhao. Casos tipicos sao os de concentracao de fons diluidos
em agua. Por exemplo, a quantidade de calcio em fontes de d4gua mineral no Brasil varia de
menos de 1 até quase 100ppm, enquanto que a quantidade de ferro é da ordem de algumas
ppb. Para substancias diluidas em pequenas quantidades em um liquido, uma outra medida
tipica é mg/1, ou miligramas por litro. Como um litro de agua doce pesa aproximadamente
um kilograma (a densidade da dgua pura varia com a temperatura, sendo, por exemplo,
lg/cm?® a 5°C e 0,9584g/cm® a 100°C), é comum, em certas situagoes, substituir ppm por
mg/1, tomando 1ppm=1mg/1.

Exercicios

3.1. Refaca o exercicio 2.3, indicando se as solucoes ilimitadas explodem em tempo finito
(no passado ou no futuro) ou nao.
3.2. Considere a equacao 2’ = 322 — 23.
(a) Trace a linha de fase da equagao.
(b) No plano tz, faca um esbogo das solugdes x(t), indicando, inclusive, as conca-
vidades, os pontos de inflexao e se as solugoes explodem em tempo finito.

(c) Sabendo que uma certa solu¢ao z(t) nao-estaciondria é tal que o limite

tlim x(t) = 0,
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determine o limite
(= lim z(t).

t——+4o00

Considere a equacao

dx
dt
(a) Trace a linha de fase da equagao.
(b) No plano tz, faga um esbogo das solugoes x = z(t), indicando, inclusive, as
concavidades, as inflexoes e se as solugoes explodem em tempo finito ou nao.
(c) Sabendo que z = z(t) é uma solugdo nao-estaciondria cujos limites ¢_ =
lim , o x(t) e {4 = limy_,, o z(t) existem, determine /.
Em um modelo de propagacao de doencas, temos uma fracao z(t) (0 < z(t) < 1)
de individuos infectados e o restante, nao infectado, y(t) = 1 — z(¢). A evolucdo da
fracao infectada é dada pela equacao diferencial

= 2*(z — 6)(3z — 10).

¥ = ayxr — Pz,

onde v > 0 é um coeficiente de transmissao da doenca e 3 > 0 é um coeficiente
de recuperacao. Determine os possiveis diagramas de fase de acordo com diferentes
combinagoes dos coeficientes a e 3.

Em uma reacdo quimica Y + 27 -5 X, uma substancia X é formada a partir de
duas substancias A e B, onde uma molécula de A e duas de B se combinam para
formar uma de X. Nesse caso, a concentracao x da substancia X satisfaz a equagao

= ky2?,

onde y e z sao as concentracoes de Y e Z, respectivamente. Usando que z +y = a
e 2x + z = b sao constantes ao longo da reacao, reescreva a equagao na forma

7' = k(a—2)(b—21)%

e esboce os possiveis diagramas de fase dessa equacao, dependendo dos parametros
a,b > 0. Assumindo que a concentracao inicial de X seja z = 0, qual a quantidade
superior limite da substancia X que pode ser produzida? Quais as concentragoes
restantes limites de Y e Z nessa reagao?

Em uma certa reacao auto-catalitica, uma molécula de uma substancia X se com-
bina com uma de outra substancia A para formar duas moléculas da substancia X.

Notagao: X + A = 2X. Ache a equacao diferencial para a taxa de variacao da
K2

concentracao = da substancia X. Assumindo que a concentracao a de A é mantida
constante e que a concentragao inicial de X é positiva, mostre que essa concentracao
x se aproxima de z, = K1a/Ks.

Uma substancia téxica estd sendo liberada no meio-ambiente por uma industria a
uma razao a = b4ppm/s (partes por milhdo por segundo). A industria analisa duas
estagoes de tratamento que usam processos quimicos diferentes. A primeira combina
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cada molécula da substancia com um dado reagente de tal forma que a concentracao
x(t) da substancia varia com o tempo t de acordo com a equacao diferencial
Ccll—f =a — Pz,
onde 3 = 27s7!. A segunda combina um outro reagente com cada trés moléculas
da substancia de tal forma que
dx
dt
com v = 2ppm 2s~!. Qual das duas estacdes é a mais potente no sentido de reduzir
mais a concentracao final da substancia?
Um filtro industrial é acionado e passa a receber 120 litros de agua por segundo
para filtragem. O recipiente do filtro tem um formato cilindrico com comprimento
[ = 300cm e segao transversal triangular de tal forma que o volume V' (em cm®) de
dgua no recipiente estd relacionado com a altura h (em cm) do nivel da dgua por
V' = [h?/3. Usando uma lei de mecénica dos fluidos conhecida como lei de Bernoulli,
a filtragem ocorre aproximadamende a uma razao proporcional a v/h de tal forma
que o volume V satisfaz a equacao diferencial

v _ 120 — 4V /4,
dt

(i) Determine se para essa equagao vale a unicidade das solugoes em relagao as
condigoes iniciais no semi-eixo V' > 0.

(ii) Trace a linha de fase dessa equagao no semi-eixo V' > 0.
(iii) Qual a altura minima que o recipiente deve ter para a dgua nao transbordar?
Considere um corpo de massa m em queda livre cuja altura h satisfaz a equacao
diferencial com resisténcia do ar dependendo quadraticamente da velocidade:

d*h dh| dh

m@ ——mg—ﬁ'a a’

:a—”ymg,

onde g é a aceleracao da gravidade e # > 0, um coeficiente de resisténcia. i) Escreva
uma equagao diferencial de primeira ordem para a velocidade vertical v(t) = dh/dt.
ii) Esboce o diagrama de fase dessa equacao para v. iii) Qual a velocidade limite de
queda do corpo?
Repita o exercicio anterior para
d*h dh 3 dh| dh

m—s=-mg—a— — 3 |—|—,

a2 I7% V| @
com a > 0.

Em um modelo de dieta [8], o peso W (t) de um individuo varia com o tempo de
acordo com a equagao

dw
G = FO) = B - M(w),
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onde F' = F(t) representa a taxa de ingestdo de calorias, E = E(t), a taxa de
queima de calorias para manter as suas fungoes fisioldgicas (incluindo exercicios
fisicos), e M = M (W), uma funcdo dependente do metabolismo do corpo. Dados
experimentais sdo consistentes com M (W) = fWW*, com « ~ 0.7. Por simplicidade,
vamos assumir M (W) = gW?3/4 com 3 > 0.

(i) Assuma taxas constantes de ingestao e queima de calorias, com A = F— E > 0
(esta hipétese é razodvel se consideramos a unidade de tempo como sendo de
um dia e o comportamento social do individuo como sendo regular). Assim,
temos a equacgao

W' =\— w3,
Podemos garantir a unicidade das solucoes na regiao W > 07 Qual o diagrama
de fase nessa regiao? Podemos garantir a unicidade da solucao estacionaria
associada ao ponto fixo?

(ii) Assuma uma taxa inicial constante \; = F' — E de ingestao-queima de caloria
tal que um peso constante W; possa ser mantido. Qual a relacao entre W; e \;?
Suponha que um aumento ou uma redugao de peso para um peso ideal W; seja
desejavel. Qual deve ser a nova taxa Ay de ingestao-queima de caloria para que
esse peso seja alcangado?

Com a idade, é razoavel assumirmos que [ aumenta ou diminui?

*Sobre a velocidade de decrescimento para um ponto fixo, considere a equacao
¥ = f(z), com f(x) = —(z — z*)Pg(x), onde p > 0, 2* € R e g(z) é continuamente
diferencidvel em z* € R e tal que g(z*) > 0. Por continuidade, existem a, b reais
tais 0 < a < g(z) < b < oo, para x préximo de z*. Considere, também, as equagoes
Yy = —aly —x*)P e 2 = —b(z — 2*)P. Observe que z* é um ponto fixo das trés
equacoes. Considere, agora, ro proximo e estritamente maior que x* e as solucoes
x =x(t), y = y(t), z = z(t) das equagoes correspondentes com a mesma condi¢do
inicial z(0) = y(0) = 2(0) = . Mostre que z(t) < z(t) < y(t), parat > 0, e deduza
que a velocidade de decrescimento de z(t) é da mesma ordem que as de z(t) e y(¢)
e, portanto, o decrescimento é em tempo finito, se 0 < p < 1, exponencial, se p = 1,
e algébrico, se p > 1.

4. Equivaléncia qualitativa e bifurcacoes unidimensionais

Em varios modelos, encontramos uma série de parametros importantes, tais como massa
de um objeto, coeficiente de atrito, taxa de crescimento populacional, constante de reagao,
etc. Mudancas nesses parametros podem, ou nao, afetar o comportamento qualitativo da

Dessa forma, é interessante estudar o comportamento qualitativo de toda uma

familia de equagoes, parametrizada por um ou mais parametros.

Em primeiro lugar, modelos envolvem aproximacoes e é importante sabermos se uma
pequena aproximacao pode resultar em um comportamento diferente do que o do esperado
para o fenomeno modelado. Em segundo lugar, a partir de um parametro em que o com-
portamento seja simples, podemos estudar a variacao da dinamica em relagao ao parametro,
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buscando um entendimento melhor da dinamica no caso mais complicado. Este ultimo ar-
gumento é bastante importante em sistemas de equagoes, onde a dinamica pode ser muito
mais complicada do que as de equagoes de primeira ordem vistas até agora. A medida em
que o parametro é modificado, a dinamica vai se tornando mais complicada, mas de uma
maneira gradual, permitindo um melhor entendimento do fenomeno.

’

4.1. Equivaléncia qualitativa. H4 varias maneiras de comparar duas equacoes. E
claro que uma infima mudanga no coeficiente de atrito de um modelo mecanico vai alterar
o conjunto de solugoes, mas essa mudanga pode nao ser drastica. Ela pode, por exemplo,
alterar a velocidade de decrescimento para a posicao de equilibrio, mas nao o fato do sistema
convergir para essa situacao de equilibrio. No caso do resfriamento de um corpo segundo a
lei de resfriamento de Newton, 7" = —k(T — T,), uma altera¢do na temperatura 7, do meio
nao altera o fato de que a temperatura T do corpo decresce exponencialmente para uma
temperatura de equilibrio; apenas o valor (um dado quantitativo) dessa temperatura limite
é que foi alterado. Por esse motivos, é interessante termos uma maneira mais refinada de
comparagao, analisando certas caracteristicas qualitativas das solucgoes.

a d)
—_— ¢ O — P O — ¢ o =% o —Pp
b) €
—_— ) ¢ O —P 0 ¢— » 0 » 0 ¢
0 f)
—_— ) ¢+ O ¢— O ¢—— > 0 —P 0 @E—

FIGUrA 4.1. Equivaléncia qualitativa de linhas de fase: (a) e (b) s@o equiva-
lentes entre si, assim como (e) e (f).

Uma maneira de preservar certas propriedades qualitativas é a seguinte: duas equacoes
sao ditas qualitativamente equivalentes quando houver uma bijecao continua entre os seus
diagramas de fase, levando 6rbitas em drbitas e preservando o sentido delas. Além disso,
vamos exigir que a bijecao seja crescente, ou seja, nao altere a ordenacao da linha de fase.
Por exemplo, das linhas de fase da figura 4.1, a) e b) sado equivalentes entre si, mas nao sao
equivalentes a c¢) porque uma das 6rbitas estd em sentido contrério. Os trés primeiros tém
trés pontos fixos cada, portanto, nao podem ser equivalentes a nenhum dos trés tltimos, que
tém dois pontos fixos. Finalmente, e) e f) sdo equivalentes entre si, mas nao sao equivalentes
a d) porque as érbitas estao em sentido contrario.

A condicao de que a bijecao seja crescente é para evitar, por exemplo, que as equagoes
2 = —x% e y = y? sejam qualitativamente equivalentes. Caso nao houvesse essa condicao, a
bijecdo y = —x (que é decrescente, i.e y decresce a medida que x cresce) levaria a linha de
fase de 2’ = —2? na linha de fase de y' = 3.
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4.2. Dinamica populacional logistica com colheita constante. Vamos considerar
uma dinamica populacional dada pelo modelo logistico, mas com um termo extra represen-

tando uma colheita constante:

dx \ 2 _p
— =\ —vz° — h.
i i

O parametro h representa o termo de colheita, mais precisamente, a taxa de colheita em
relagao ao tempo. E de se esperar que a dinamica da populacao varie consideravelmente de-
pendendo do parametro ser grande ou pequeno, representando, possivelmente, uma colheita
predatoria, dizimando a populacao, ou uma colheita sustentavel, preservando uma populacao
em quantidade razoavel. Considerando A,y > 0 fixos, vamos analisar apenas a variagao em
h > 0.

Os pontos fixos sao as raizes de

e —yz? —h =0,

A+ /A2 —4hy
27y ‘
Assim, temos comportamentos diferentes, dependendo do sinal de A\? — 4h~.

Se h > \?/4~, temos A\x — yx? — h < 0 para todo z, de modo que z(t) é decrescente, até
a populacao ser exterminada em tempo finito.

Se h = A\?/4~, temos que z, = A/2y é um ponto fixo; se a populagao inicial x(0) for
maior que x,, entao z(t) decresce, se aproximando da populagao limite x,; e se a populagao
inicial z(0) for menor que ., entdo x(t) decresce, até a populagao ser exterminada em tempo
finito.

Finalmente, se 0 < h < A\?/4~, temos dois pontos fixos x4+ > 0; caso a populacao inicial
seja £(0) > x_, entdo a populagdo se aproximara de x,; e caso a populacdo inicial seja
x(0) < x_, a populacao z(t) decresce, até ser exterminada em tempo finito.

A figura 4.2 mostra essas trés situagoes. Em cada caso, temos trés graficos, ilustrando
o grafico da funcao y = f(x) = Az — y2? — h, a linha de fase correspondente e as solugoes
tipicas de cada érbita da linha de fase.

Equagoes correspondentes a parametros de colheita entre 0 e A% /47 sao qualitativamente
equivalentes. Idem se os parametros forem maiores que \?/4+.

ou seja

T4 =

4.3. Bifurcagoes. No exemplo acima, o valor h, = A\? /4v é dito um ponto de bifurcagao.
Para dois parametros hi, hy > h,, ou hy, hy < h,, as equagoes correspondentes sao quali-
tativamente equivalentes. Porém, para h; < h, < ho, as dinamicas em h; e hy nao sao
qualitativamente equivalentes. Mais geralmente, um ponto ~A* de um parametro h é dito um
ponto de bifurcagao se para todo intervalo |h_ hy[, com h_ < h* < hy, é possivel achar
h1, ho nesse intervalo tais que as dinamicas correspondentes aos dois parametros nao sao
qualitativamente equivalentes.

Uma representacao instrutiva e que facilita o estudo de como a linha de fase varia com
o parametro é a de um diagrama de bifurcacoes. Nesse diagrama, consideramos um plano
onde o eixo horizontal representa o parametro e o eixo vertical, a linha de fase. Nesse plano,
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a) 0< h < A?/dy b) h = \2/4y ) h > \2/4y
eixo y eixo y eixo y
/_\x =x4 T=x4
1
T
/Iac =x_ \ eixo x eixo x eixo x
y = f(z) y = f(z)
y = f(z)
< [ J > 0 ¢ < o = -
eixo x eixo x eixo x
\ eixo z \ eixo x eixo x
T =Ty x
/ —_— T =T4
I rT=x_
— eixo t
\31){0 t \\eixo t \\

FIGURA 4.2. Estudo de 2’ = f(x) = Az — vya? — h nos casos (a) h > \?/4~,
colheita sustentével; (b) h = A?/4v, ponto de bifurcagio; e (c) 0 < h <
A? /47, colheita predatéria. Em cada caso, temos, de cima para baixo, o grafico
da funcao y = f(z) correspondente, a linha de fase, e as solugoes tipicas
correspondendo a cada orbita.

podemos tracar o conjunto dos pontos fixos — os pontos fixos dependem do parametro,
portanto formam, tipicamente, uma curva nesse plano —, tornando mais clara a variacao da
dinamica em relagao ao parametro.

No caso da dinamica logistica com colheita constante:

%:)\x—vﬁ—h,

temos que o comportamento das érbitas é determinado pela funcao
f(z, h) = \v —~y2® — h.

Usualmente, consideramos h constante e trabalhamos com uma fungao f = f(x), dependente
apenas de x. Mas na verdade, é claro que essa funcao depende de h, o que pode ser explicitado
escrevendo-se f = f(z,h). Isso se torna relevante a partir do momento que passamos a
considerar a influéncia do parametro h nessa familia de equacoes dependendo de h.
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Agora, podemos tracar o conjunto dos pontos fixos da equacao, no plano hzx, que é a
curva dada por f(z,h) =0, isto é

\x —vyz? —h =0.

a) b)

T R .,
e N A “,

L T NG T f@hy <0 2 |
(g

T R :
L weixo h et eixo h

\ \

FIGURA 4.3. Estudo de 2’ = f(x,h) = Az—~vyx?—h: (a) regioes onde f(x,h) >
0e f(z,h) <0 e a pardbola onde f(z,h) = 0; e (b) diagrama de bifurcagdes,
com linhas de fase tipicas, para diferentes valores do parametro h, incluindo A
negativo, apesar do modelo ter sido considerado apenas para h positivo.

Esta curva é uma pardbola, h = —y2? + Az. Como estamos considerando o plano hz,
ao invés do plano zh, temos, na verdade, uma parabola “deitada”, conforme ilustrado na
figura 4.3. Essa curva delimita duas regides no plano hx, uma onde f(z,h) > 0 e outra
onde f(z,h) <0. Como 2’ = f(z,h), temos que na regido onde f(x,h) > 0, as solugdes sao
crescentes, enquanto que na regiao onde f(x,h) < 0, as solugoes sao decrescentes. Observe,
ainda, que estamos analisando uma familia de equagoes dependendo do parametro h, com
cada equagao correspondendo a um valor fixo de h. Portanto, as solugoes estao restritas as
retas verticais, correspondentes a valores fixos de h, com as érbitas crescendo ou decrescendo
paralelamente ao eixo x (a menos dos pontos fixos, que estdo... fixos).

Na modelagem, estamos considerando apenas h positivo, representando a colheita, mas
em termos matemadticos, a equacao esta definida para h negativo. O diagrama de bifurcacoes
esbocado na figura 4.3 contempla h negativo.

Observe, finalmente, que o diagrama de bifurcacoes facilita a andlise dos trés tipos dife-
rentes de linhas de fase.

4.4. Alguns tipos de bifurcagoes. Vamos ver, a seguir, exemplos de alguns tipos de
bifurcacao.

Bifurcacao do tipo sela-no. Este é o tipo de bifurcacao da dinamica logistica com
parametro de colheita constante. Em uma forma mais candnica, podemos considerar a
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equacao

¥ =\—a2
os pontos fixos sio x4 = vV, que existem para A > 0, sendo coincidentes quando A = 0.
Vamos estudar o diagrama de bifurcagoes em relagao ao parametro A (figura 4.4). Tragando
a pardbola A = 22 no plano Az (uma pardbola “deitada”), temos o diagrama de bifurcagoes
dessa equagao. O ponto A\ = 0 é um ponto de bifurcagao. Para A < 0, a dinamica ¢é tal
que todas as solucoes decrescem ilimitadamente. Para A = 0, temos um ponto fixo conector.

Para A > 0, temos dois pontos fixos, um atrator e outro repulsor.

~, eixo A

FIGURA 4.4. Estudo da bifurcacao do tipo sela-nd, na forma canoénica x’ =
A — a2,

O que caracteriza a bifurcagao sela-né é o fato de que no ponto de bifurcacao \*, temos
um ponto fixo conector, que, para um lado do parametro, se quebra em dois pontos fixos, um
atrator e um repulsor, e, para o outro lado, o ponto fixo desaparece. No caso acima, A* = 0,
mas isso nao é relevante. As direcoes das orbitas também nao sao relevantes, exceto pelo
fato de que o ponto fixo conector se quebra em dois, um atrator e um repulsor. Compare
as figuras 4.4 e 4.3 para se convencer que a bifurcagdo no dinamica logistica com colheita
constante é do tipo sela-no.

Bifurcacao transcritica. Considere a equacao
= x — 2%

Os pontos fixos no diagrama de bifurcacao sao dados pela equacao Az —2? = 0. Podemos por
x em evidéncia e escrever (A — x) = 0. Desta forma, podemos ver que os pontos fixos sao
dados pelas retas = 0 e x = \. Essas duas retas determinam quatro regioes no plano Az,
onde a funcao f(z,\) = Az — x? é positiva ou negativa. De acordo com esse sinal, as 6rbitas
crescem ou decrescem em x. A figura 4.5 mostra o diagrama de bifurcagoes da equagao, com
essas retas determinando os pontos fixos e com as orbitas tipicas da equacao.

O ponto \* = 0 é um ponto de bifurcacao. Nesse ponto, a dinamica se reduz a um
ponto fixo conector. Para A # \*, a dinamica é composta de dois pontos fixos, um atrator e
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eixo x

Ficura 4.5. Estudo da bifurcagao transcritica, na forma canonica x’ = Ax —

x2.

um repulsor. As dinamicas com A # A\* sao qualitativamente equivalentes, independente de
A > A ou A < \*. Mas essas dinamicas nao sao equivalentes a dinamica associada a A = \*,
por isso A* é um ponto de bifurcacao.

Bifurcacao do tipo tridente. Considere, agora, a equagao
¥ =\ — 2P,

Os pontos fixos no diagrama de bifurcacao sao dados pela equacao Az — 2® = 0. Podemos
por z em evidéncia e escrever z(A — x?) = 0. Desta forma, vemos que os pontos fixos sao
dados pela reta x = 0 e pela pardbola A = z2. Essas curvas determinam quatro regioes no
plano Az, onde a fungao f(z,\) = A\x — x> é positiva ou negativa. De acordo com esse sinal,
as érbitas crescem ou decrescem em z. A figura 4.6(a) mostra o diagrama de bifurcagoes da
equacao, com essas curvas determinando os pontos fixos e com as Orbitas tipicas da equagao,
entre os pontos fixos.

O ponto A* = 0 é um ponto de bifurcagao. Nesse ponto, a dinamica se reduz a um ponto
fixo atrator. Para A < \*, temos, também, apenas um ponto fixo atrator. Para A > \*, a
dinamica é composta de trés pontos fixos, um repulsor e dois atratores.

O que caracteriza a bifurcacao do tipo tridente nao é que um ponto fixo atrator da lugar
a trés, um repulsor e dois atratores. A equacao

¥ =—-\x+2°

também apresenta uma bifurcagao considerada do tipo tridente (figura 4.6(b)). A diferenga
é que, nesse caso, um ponto fixo repulsor da lugar a trés, um atrator e dois repulsores. Em
ambos 0s casos, um ponto fixo muda de tipo, enquanto dois outros pontos fixos nascem com
o tipo do ponto fixo original, com esses dois pontos fixos surgindo perpendicularmente ao
eixo dos parametros.

Bifurcagao no infinito.
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FIGURA 4.6. Estudo da bifurcacao do tipo tridente, (a) na forma canoénica
' = Ax — 23 e (b) na forma 2’ = —\z + 2.

Um outro caso interessante é o dado pela equacao
=1+ \x.

Observe que A = 0 é um ponto de bifurcagcao. Em A = 0, nao ha ponto fixo e todas as
solugoes crescem indefinidamente. Em A < 0, temos um tnico ponto fixo, que é atrator, e
em A\ > 0, temos, também, um 1inico ponto fixo, que nesse caso ¢é repulsor. Observe que nesse
exemplo a bifurcacao nao se da a partir de um certo ponto fixo, como nos casos anteriores.

4.5. *Curiosidades. As bifurcagoes acima sao em relagdo a um tnico parametro (co-
dimensao um). Outras bifurcagdes, com dois ou mais parametros, sdo também possiveis e
podem ser muito mais complicadas de se analisar.

Um exemplo é o da bifurcacao tipo cuspide, que envolve dois parametros:

=\+ex—a

Essa equacao é considerada no exercicio 4.10, mas com ¢ fixo. Uma andlise conjunta dos
dois parametros, considerando a fungao f(z,\,e) = A+ ex — 23, d4 um pouquinho do gosto
da teoria de singularidades. Em uma andlise dos dois parametros, o conjunto f(x, A, &) =0
dos pontos fixos forma uma superficie no plano ez (figura 4.7). A partir dessa superficie,
varios diagramas de bifurcacao de um parametro podem ser obtidos cortando a superficie
por planos paralelos ao eixo vertical z.

Dada uma familia de equacoes, com uma certa bifurcacao, busca-se perturbagoes dessa
familia, com a introducao de novos parametros, que descrevam todas as possiveis modi-
ficagoes na dinamica. Por exemplo, a familia

o' = Av — 2+ g+ e,

é o desdobramento universal da bifurcacao do tipo tridente, pois descreve a perturbacao
mais geral desse tipo de bifurcacao. Em outras palavras, a adicao de quaisquer outros
termos da forma ax?, p € N, nao gera nenhuma outra dinamica qualitativamente diferente na
familia acima. As novas bifurcagoes introduzidas pelo desdobramento universal sao, as vezes,
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FIGURA 4.7. Superficie de pontos fixos da equacao '’ = A\ +ex — 23, no plano
EAX.

chamadas de bifurcagoes imperfeitas, em alusao a novos parametros importantes, descartados
em uma primeira modelagem com certas simetrias “perfeitas”. Observe, também, que a
bifurcacao do tipo cuspide é um caso particular do desdobramento universal da bifurcacao
do tipo tridente, obtida considerando ps = 0.

Exercicios

4.1. Determine as equacoes diferenciais do exercicio 2.1 que sao qualitativamente equi-
valentes entre si.

4.2. Quantos tipos qualitativamente diferentes de linhas de fase com dois pontos fixos
existem? Com trés pontos fixos? Com n pontos fixos?

4.3. Sabendo que uma equacao ' = f(x) tem apenas trés pontos fixos, a,b,c, com
a < b < c, eque aéotnico ponto fixo do tipo conector, quantos possiveis diagramas
de fase qualitativamente diferentes existem? Faga um esbogo de cada um deles.

4.4. Considere a equagao

v = —x(2x® + 22 + p),
onde p é uma parametro real arbitrario. (i) Trace o diagrama de bifurcagoes dessa
equagao. (ii) Trace o diagrama de fase da equagao nos casos t = 0 e . = 1. (iii) Ache
os possiveis diagramas de fase qualitativamente diferentes da equacgao, dependendo
de p, juntamente com os intervalos de p em que cada tipo de diagrama ocorre.

4.5. Repita o exercicio anterior para

7= (z— N (2* = \),
com A real.

4.6. Considere a equagao

2’ =\ —2—1000(x — 0.1)°.

Para quais valores de A temos que todas as solugoes sao tais que lim;_, z(t) < 0.17
Idem para lim;_,o, z(t) < 0.2.
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Considere a equacao diferencial

dx
dt
Faca um esboco do diagrama de bifurcacoes da equagao em relagao ao parametro

A € R, indicando os pontos de bifurcacao e as linhas de fase tipicas.
Considere a equacao diferencial

% = (2\ — 2?)(162 — \?),

onde A é um parametro real.

(a) Faga um esbogo do diagrama de bifurcagoes da equagao em relacao a A e de-
termine os pontos de bifurcacgao.

(b) Determine o valor de A tal que a solu¢do x = z(t) com x(0) = 0 convirja para
x* =1 quando t — oo.

Considere um problema no qual a temperatura, em graus centigrados, em um forno

industrial é dada pela equagao

2’ = 1000\ — z°,

— (-1 —1-2?).

com o parametro A podendo ser ajustado. Para quais valores de \ a temperatura
pode ser mantida estavel entre 100 e 200 graus?
Considere a equacao

¥ =Ntex— a3
em relagdo ao parametro A, com e constante. (i) No caso € = 0, trace o diagrama
de bifurcagoes dessa equacao em relacao a A e determine se A = 0 é ou nao um
ponto de bifurcacao; (ii) mostre que se € < 0, entao nao ha ponto de bifurca¢ao em
relacdo ao parametro A; (iii) mostre que se ¢ > 0, ha dois pontos de bifurcacao do
parametro A e determine esses pontos.
Sabendo que z = z(t) satisfaz 2’ = —(x —1)(x —«) com z(0) = 0, para quais valores
reais de v temos limy o, z(¢) = 17
Determine os valores reais de o para os quais a equacao ¥’ = o — 22 é qualitativa-
mente equivalente a @’ = (1 — z)(1 + x).
Faca um esboco do diagrama de bifurcacoes da equagao

¥ =—x(x—1)(z— ),

indicando os pontos de bifurcacao, e determine para quais valores reais de a temos
que a soluc¢ao com a condigao inicial z(0) = 1/2 satisfaz lim; . z(t) = 1.
Faca um esbogo do diagrama de bifurcagoes da equagao

7= —x(r —1)(2* — Q)

em relacao a a € R, indicando os devidos pontos de bifurcagao, e determine para
quais valores de « temos que a solu¢do com a condigao inicial z(0) = 1/2 satisfaz
limy o x(t) = 0.
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Considere uma dinamica populacional logistica, com colheita proporcional a po-
pulagao:

¥ = \x —ya® — ha.
Assumindo A,y > 0 fixos, estude a variacao da dinamica dessa equacao em relacao
a h > 0. Trace o diagrama de bifurcacgoes correspondente.
Considere uma populagao satisfazendo a equagao logistica e permitindo imigracoes
e emigracoes entre populagoes vizinhas, conforme o modelo

v = v —y2® — u(r — x,),

com A, 7, i, x. > 0. Observe que se © > x,, o termo u(x — x,) representa um
emigracao, enquanto que se x < z,, u(x — x,) representa imigragdo. Com A,y e x,
fixos, descreva qualitativamente o diagrama de bifurcacoes em relagao a p.

No caso da dinamica logistica com colheita constante,

¥ = \x — ya® — h,
mostre que y(t) = (7/A)z(t/\) satisfaz
y =y—y —k,
para um novo parametro k, mostrando que, de fato, apenas um parametro é ne-
cessario para descrever toda a dinamica da familia inicial de equagoes com trés
parametros A, 7, h.

Em um processo quimico envolvendo uma certa reacao auto-catalitica, a concen-
tragao x(t), no instante ¢, de uma substancia X satisfaz a equacao diferencial

d—CE = -z + az® — 23,
dt

onde a estd associado a concentracao de uma outra substancia e A, a taxa de retirada

(ou injegao, se A for negativo) da substancia X. Assumindo a positivo e fixo, trace

o diagrama de bifurcacoes da equacgao, em relacao ao parametro A € R. No caso em

que a = 10, A =9 e x(0) = 10, qual o valor limite da concentragao quando t — oco?



CAP{TULO 4

Equacoes de Primeira Ordem - Solucoes Explicitas

1. Solugoes explicitas via separagao de variaveis

Até agora, analisamos prioritariamente aspectos geométricos das solugoes de algumas
equagoes diferenciais, destacando o comportamento qualitativo das solugoes (crescimento,
decrescimento, concavidade, limites em relacao a variavel independente, etc.). Vamos, agora,
nos concentrar em informagoes mais quantitativas, tentando obter expressoes explicitas das
solugoes em termos da variavel independente.

Obtivemos algumas solugoes explicitas a partir do método de separacao de variaveis,
visto em capitulos anteriores. Vamos explorar um pouco mais esse método e conhecer outros
métodos para transformar equacoes nao-separaveis em separaveis.

E fundamental conjugar os métodos explicitos com os geométricos. Por um lado, uma
férmula para as solugoes nem sempre pode ser obtida facilmente e, mesmo quando disponivel,
nao nos da um entendimento tao imediato do comportamento das solu¢oes como nos métodos
geométricos. Por outro lado, os métodos geométrico nao nos dao informagoes quantitativas
precisas sobre as solucoes.

1.1. Equacgoes separaveis e integragao via fragoes parciais. Como vimos anteri-
ormente, equagoes diferenciais de primeira ordem separaveis tém a forma

dx
— = g(t)f ().
3 = 90f()
Uma manipulacao formal leva a
o mar
N9 )
f(z)

Apés a integragao (caso haja uma férmula fechada), obtemos uma férmula implicita, e al-
gumas vezes explicita, para as solugoes, pelo menos nas regides em que f(x) # 0. Por outro
lado, em cada ponto em que f(z*) = 0, temos ¢(t) f(xz*) = 0, para todo t e, portanto, uma
solucdo estaciondria x(t) = 2* definida para todo ¢ € R. Juntando as solugoes estaciondrias
com as solucoes obtidas pela separacao de variaveis, obtemos, em geral, o conjunto com-
pleto de todas as solugoes (com a excegao da colagem de diferentes solugoes, nos casos de
nao-unicidade, como no exemplo da segao 2.2.1).

Vimos alguns exemplos de equacoes separaveis nos capitulos anteriores. Vamos ver mais
um exemplo, o da equacao logistica, antes de passar para outros métodos. A equagao logistica

tem a forma
dz 9
— =z —x".

dt
87
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Separando as variaveis,
dz
xr — z?
Para integrar o lado esquerdo da equacao, usamos o método de fragoes parciais. Escrevemos
r —z* = z(1 — z), cujas raizes sao * = 0 e x = 1, e procuramos constantes A e B tais que

1 A B

r—x2 v x—1
Expandindo o lado direito da equacao,
A B A(x—1)+Bx A—(A+B)x

= dt.

v r—1  z(z—1) x — x?

Logo, devemos ter A=1e B = —1:

Voltando a equagao, temos

1 1
(—— )da::dt.
r x—1

Integrando ambos os lados, obtemos
In|z| —In|x—1] =t+ C.

Como Ina —Inb = In(a/b), temos

In

r—1

Tomando a exponencial dos dois lados,

x
Cret,

r—1

’ N 6

Logo,
T
= +eltel,

r—1
Podemos substituir £e“* por uma constante real arbitraria Cy # 0, de modo que

T
== Cg@t.

r—1
Resolvendo para x, encontramos
Oget 02

z(t) = = .
*) Chet —1  (Cy—et
para Cy # 0. Além dessas solugoes, temos as solugoes estaciondrias z(t) = 0 e z(t) = 1,
t € R. Observe, ainda, que se Cy > 0, entao a solucao nao esta definida para t = —In C,.
Assim, as solucoes da equacao logistica sao
Cy

i) z(t) = eR=_ Cy#0,comt # —InCyse Cy >0,
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ii) z(t) = 0, para todo t € R,
iii) z(t) = 1, para todo t € R.

Vimos anteriormente cinco tipos de comportamentos das solucoes da equagao logistica,
como mostra a figura 2.1: 1) em = > 1, as solugbes decrescem em diregao a x = 1; ii) z(t) = 1,
t € R, é solugao estacionaria; iii) em 0 < z < 1, as solugoes crescem, se afastando de z =0 e
se aproximando de z = 1; iv) z(t) = 0, t € R, é solugao estaciondria; e v) em x < 0, a solugao
decresce ilimitadamente. Analisando a formula para as solucoes explicitas, observamos que
esses comportamentos estao associados as seguintes solugoes, respectivamente:

C
i) z(t) = ﬁ, para t > —In Cs, com Cy > 0;

)
Cy
) = ———— para todo t € R, com Cy < 0.
02 — et
) =0, para todo t € R;
C
) = 2 parat < —InCs, com Cy > 0.
02 — et
Observe que quando Cy > 0, a férmula para a solucao se divide em duas partes, uma
para t < —InC5, correspondente as solugoes na regiao x < 0, e outra para t > —In (),
correspondente as solucoes em x > 1. A medida em que Cy > 0 varia, percorremos todas as
solucoes em x > 1 e em z < 0.

Exercicios

1.1. Ache férmulas explicitas para o conjunto de solucoes das seguintes equacoes dife-
renciais, onde 2’ = dz/dt e os parametros A e 7y s@o positivos:

(a) 2’ =e%, (b)a' =z —72% (c)a' =Xx—2° (d) a2’ =cos’z,
1
() 2 = tvZ, (f)a' =aPsint, (g) 2 = % () ' = (2 + 1) sec .

1.2. Trace o grafico dos varios tipos de solucoes das equacgoes do exercicio 1.1.
1.3. Nos itens (a), (b), (c) e (d) do exercicio 1.1, identifique as expressdes das solugoes
correspondentes a cada oOrbita da equacao, conforme feito no exemplo da equacao

logistica.
1.4. Determine a solucao particular da equacao
dy 2
— =y~ cos(x
1, = Y cos(@)

que satisfaz y(0) = 1 e determine o maior intervalo da forma |a, b[, com a < 0 < b,
no qual essa solucao esta definida.
1.5. Considere a equacao
dz

il (x —1)%
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(a) Ache a solugao geral da equagao (solugao explicita como funcao de t), indicando
o intervalo (em t) de defini¢do de cada solugao.
(b) Faga um esbogo, no plano tx, do grafico das solugoes z(t) obtidas no item (a).
2. Equagoes homogéneas - transformacao em equagoes separaveis
Uma funcao h = h(z,y) é dita homogénea de grau n quando
h(Ax, \y) = \"h(z,y),

para todo A # 0. Por exemplo, as fungoes abaixo sao homogeéneas de graus respectivamente
trés, um e zero:

2y + 22 T —y Ly
h — 2 + 2 h(z,y) = . h - (—) .
([B,y) xry +x Y, (.’L’ y) T — 2y (:B,y) T 2y 4+ sin .

Porém, observe que a combinacao linear de funcoes homogéneas de graus diferentes nao é
homogéna, como, por exemplo, f(z,y) =y + zy + 3>
No caso de uma funcao homogénea de grau zero, temos

h(Az, \y) = h(z,y),

para todo A # 0. Tomando A = 1/z, uma fun¢ao homogénea de grau zero pode ser reescrita

na forma
1 1 Y
h =h|—-xz,~—y|=h(1 2.
(z,y) (xxxy) < x)

Uma equagao diferencial homogénea é uma equagao

dy
— =h x, )
UGN
com uma fungao h = h(x,y) homogénea de grau zero. Essa equacao pode, entao, ser reescrita
na forma q
Y _p (1, Q) .
dx x

Observe que o lado direito da equacdo depende apenas da razao y/z. Essa equac¢do pode
ser transformada em uma equagao separavel através da introducao de uma nova variavel
dependente z = z(x), no lugar de y = y(x), dada exatamente pela relagao

De fato, temos

()= () 00D ) e

Logo,
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Essa é uma equacao separdavel em z e . A partir desse ponto, a resolucao segue como no
método de separagao de varidveis, levando a uma solugdo z = z(x) da equagdo acima. Em
seguida, é preciso lembrar que z = y/x, para obter a solugao final y(z) = xzz(z).

2.1. Exemplo de equagao homogénea. Considere a equagao

dy  y*+2a?
de ay

que é homogénea. Introduzindo a varidvel dependente z = y/x, obtemos, pela férmula final
acima, a equagao
dz 1

dor 2z’
E aconselhavel, porém, obter essa equacao em cada caso, diretamente da relacao zz = v,
para evitar confusoes. Assim, derivando os dois lados da equacao zz = y em relacao a =,
obtemos, usando a regra do produto no lado esquerdo da equacao,

d d 2 2 1
Z+x_z:_y:y+x :g%—zzz—k—.
de dz xy r Yy z
Eliminando z dos dois lados, chegamos a
dz 1
de  zz

Assim, temos

d 2
sdr= #%zln\x!—i—C = z(x) = £VIna? 4+ 2C.
x

Como y = xz, obtemos
y(x) = £avina? + 20,

que estd definido e é diferenciavel para todo C' real e para todo |z| > —exp(C).

Exercicios

2.1. Resolva as equacgoes

dy  ya? — zy? dy 2 +y° dy y Y
() =2 ) = Q) = T sec (2)).

dr x3 xy? dr =z x
_ . _dy 2?4y L
2.2. Ache a solucgao particular da equacao — = , com a condigao inicial y(1) = 2
x xy

e determine o maior intervalo de defini¢ao, da forma Ja, b, —oco < a < b < oo, dessa
solucao.
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2.3. Ache a solucao particular da equacao

2

de zy
tal que y(1) = 2 e determine o maior intervalo de defini¢do dessa solugao, da forma
la,b[, —0o < a < b< 0.
2.4. Ache a solugao geral da equagao

dy _y (y)
— == —cosec (=),
dr =z x
a solugao particular com y(1) = 7/2 e determine o maior intervalo de defini¢ao dessa
solugao particular.
2.5. Verifique que a mudanga de varidveis para coordenadas polares x = rcosf, y =
rsin f também transforma uma equagao homogénea

dy
7 _p
1 = Mzy)
em uma equacao separavel, da forma
d
d_g = —rh(cosf,sin@).

3. Equagoes exatas

3.1. Equacgoes exatas. Dada uma equagao de primeira ordem

d
F (x7y7 d_i) = O?

temos buscado solugdes explicitas, y = y(z), em termos de fungoes elementares de x. Em
muitos casos, porém, obtemos, mais geralmente, solucoes dadas implicitamente por uma
equacao

gp(x7 y) = C?
para alguma funcao ¢ e uma certa constante arbitraria c. Nesse caso, as solugoes sao as
curvas de nivel da funcao ¢(z,y). As solugdes explicitas sdo casos particulares desse tipo de

situacdo. De fato, as solugoes y(z) = Ce™** da equacio de decaimento radioativo y' = My,
por exemplo, podem ser vistas como as curvas de nivel da fungao

o(x,y) = In|y[ + Az

Na tentativa de identificar quais equagoes podem nos dar facilmente solugoes dadas im-
plicitamente pelas curvas de nivel de uma fungao ¢(z,y), vamos fazer o processo inverso,
partindo de uma fun¢ao ¢(x, y) e obtendo uma equagao para dy/dz. Considere, por exemplo,
a funcao p(x,y) = yx — x? + y°. Diferenciando implicitamente a relagao

yx—x2+y5:c,
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onde ¢ é uma constante real qualquer, vemos que y = y(z), dado implicitamente por essa
relacao, satisfaz a equagao

dy 1dy
— —2x+5y"— =0
P A e ’
que pode ser escrita como
dy dy y—2x
y—2u+(y +x>da: ou dz  Syt+uz

De maneira geral, uma fungao y = y(z) dada implicitamente por uma relagao ¢(x,y) = ¢
satisfaz a equacao diferencial

Op(w.y) , Oplz,y)dy _
Ox Jdy dx

Se uma equagao estiver nessa forma, suas solugoes sao dadas implicitamente por p(x,y) = c,
para qualquer constante ¢, que sao as curvas de nivel da fungao ¢.
Porém, uma dada equagao nao aparece claramente dessa forma, mas, sim, na forma
dy
M(z,y) + N(z,y)— =0,
(z,9) + N(z,y)
para certas fun¢oes M(x,y) e N(x,y). Uma questdo que se impoe é como reconhecer que
uma equacao dada nessa forma pode ser vista em termos de derivadas parciais de uma tnica
fungao ¢ = ¢(x,y), isto é, como saber se existe uma fungao ¢(x,y) tal que M(z,y) e N(z,y)
sejam as derivadas parciais
Op(z, y) Op(x, y)
M(z,y) = ——2-, N(z,y) = ———==.
(z,y) pe (z,y) o
Se isso for possivel, as solugoes sao dadas implicitamente pela relagdo p(z,y) = c.
Observe que uma condigdo necessaria para que isso acontega (assumindo ¢ suave - duas
vezes continuamente diferenciavel) é

OM(z,y) ON(z,y)
oy  Or

De fato, trocando a ordem de derivacao da derivada mista, temos

OM(z,y) _ Pp(r,y) _ Peley) _ ON(ry)

dy 0x0y Oyox ox

Sob certas hipoteses, esta se torna uma condicao necessaria e suficiente, conhecida como
condi¢do de Fuler. Por exemplo, se M(x,y) e N(x,y) forem continuamente diferenciaveis
em um retangulo R = {(z,y); a <z <b, ¢ <y < d}, com

OM(z,y) _ ON(z,y)
oy - Ox
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nesse retangulo, entao podemos integrar essas fungoes de maneira apropriada para achar .
Esta funcao procurada deve satisfazer as duas equagoes

Op(z,y) Op(z,y)
M = —" N = "
(z,y) o (z,) o
Podemos forcar a primeira equagao integrando M (z,y) em relacdo a x, o que nos da

o(z,y) / M(z,y)d

A fungao C4(y) representa a constante de integracao, que depende de y, pois a integragao é
em z, para cada y. Para que ¢(z,y) seja a fungao procurada, falta satisfazer a condic¢ao

Op(z,y)

oy
Essa condigao serd usada para encontrarmos Cy(y). Derivando a expressdo para ¢(z,y) em
relacao a y, temos

N(z,y) =

9y dy 9y
Para que a derivada de ¢(z,y) em relacdo a y seja N(z,y), precisamos que C(y) satisfaga
dC, (y) /’” OM(z,y)
T N(a,y) — [ 8V g,
i (z,y) oy °

Para que essa fungao C(y) exista, é preciso que o lado direito seja uma func¢ao apenas de v,
o que é garantido pela condigao de Euler:

0 T OM(z,y) ON(z,y) OM(z,y)
%(N(x,y)_/ Tyydx): al’y - ay Y =0.

Assim, C(y) pode ser encontrada da equagao diferencial acima, i.e.

:/yN(x,y)dy—/y/x%jy)dxdy.

Isso s6 é possivel caso a condicao de Euler seja valida, caso contrario o lado direito da
expressao acima nao ¢ funcao apenas de y, invalidando todo o processo.

Esse processo parece complicado, nesse nivel abstrato, mas, na pratica, a condicao de
Euler trata de tornar as coisas simples. O método consiste de duas etapas. Primeiro,
integramos M (z,y) em relagdo a = para achar

o(z,y) = Ci(y) + /IM(x,y)dx

Em seguida, derivamos o lado direito em relagao a y para achar C(y) através da equagao

L) N - 5 [ M
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A condicao de Euler garante que o lado direito seja funcao apenas de y. E é claro que essa
condicao deve ser verificada de antemao, antes de se aplicar o método.

Observe que ha maneiras alternativas de se proceder. Podemos, primeiro, integrar N(z, y)
em relagdo a y e depois derivar em relacao a z, ou, ainda, integrar M (z,y) em relacdo a = e
N(z,y) em relagao a y e juntar todos os termos nao repetidos (veja exemplo a seguir).

Em resumo, podemos afirmar o seguinte:

Considere uma equacao diferencial da forma

OM(z,y)  ON(z,y)
oy  oxr

onde M(z,y) e N(z,y) sdo fungdes definidas e continuamente dife-
rencidveis em um retangulo R = {(z,y); a <z < b, ¢ <y < d}. Se a
condicao de Euler

OM(z,y)  ON(z,y)
Ay - Ox

for satisfeita em todo R, ent@o existe uma fung¢ao ¢(z,y) definida em R
e duas vezes continuamente diferencidvel tal que as solugoes y = y(z) da
equacao diferencial sdo dadas implicitamente pela relagao ¢(x,y) = c,
para quaisquer constantes c.

*Curiosidades. A condicao de Euler é suficiente nao apenas em retangulos mas em
qualquer regiao do plano que seja simplesmente conexa, ou seja, sem “buracos”. De maneira
rigorosa, uma regiao do plano é dita simplesmente conexa quando dois pontos quaisquer
da regiao podem ser ligados por curvas suaves e, quando dadas duas curvas nessa regiao
com 0s mesmos pontos extremos, uma curva pode ser deformada continuamente na outra,
mantendo os extremos fixos e sem sair da regiao. Mais explicitamente, essa deformacao
continua significa dizer que existe uma func¢ao continua o(r,s), 0 < r,s < 1, com valores
nessa regiao e tal que s — o0(s,0) e s — o(s,1) sdo, respectivamente, parametrizagoes de
cada uma das curvas. Essa condicao expressa matematicamente a idéia da regiao nao ter
“buracos”.

A idéia fundamental do método é a de que podemos encontrar ¢ da seguinte forma.
Primeiro, fixamos um ponto py = (g, %) na regiao. Em seguida, dado um outro ponto
qualquer p = (z,y), integramos o campo (M(x,y), N(x,y)) ao longo de uma curva qualquer
ligando py a p. Parametrizando a curva por o = o(s) = (2(s),y(s)), com 0 < s < 1,
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a(0) = po = (x, y0) € 0(1) = p = (z,y), temos, pelo Teorema Fundamental do Calculo,

o(r,y) = @(x(1),y(1))

= p(e(0).0) + [ op(als) 9(e) ds

~ ptea+ [ (G uN L+ Za) () B2 ) as
= ¢(z0,%0) +/0 (M(x,y)j—i + N($,y)%) ds

— o) + [ (M(ay) do+ Na.g) dy).

A condigao de Euler é a de que o rotacional do campo (M (z,y), N(z,y)) seja nulo. Assim,
para os que conhecem o Teorema de Green, segue que a integral de linha desse campo ao longo
de uma curva fechada é zero, desde que o interior da curva esteja dentro da regiao, condigao
que sera sempre garantida no caso de regioes simplesmente conexas. Mais explicitamente,
usando a parametrizacao o (s, r) considerada acima, a integral

[ () d s N g) )

independe do parametro r, o que pode ser visto derivando essa integral em relacao a r e
usando integracao por partes em certos termos.

Portanto, a integral de linha ao longo de uma curva o ligando os dois pontos py e p
independe da escolha da curva ¢. Desta maneira, ¢ dada por

o(r,y) = Co + /(M(rr, y) dz + N(z,y) dy)

[

estd bem definida e é funcao apenas de x e y, e nao do caminho, e onde Cy é uma constante
arbitraria.

O célculo feito anteriormente coincide com este quando a curva escolhida é formada por
um segmento de reta horizontal, ligando (0,0) a (z,0), e um segmento de reta vertical,
ligando (z,0) a (z,y), dando

x Yy x Yy
ow.g) = [ M0+ [Ny = o+ [ M0 de+ [N dn
0 0
Verifique que esta formula dé, de fato, p.(z,y) = M(x,y) e p,(x,y) = N(x,y).

3.2. Exemplo de equagao exata. Considere a equacao

dy 2y —y*+2x
dr — 2zy +y3 — 22’
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que pode ser escrita como

d
2xy — y* + 2 + (2 — 22y — yg)é =0.
Essa equacao esta na forma
dy
M N 2 =0
(@,y) + Nz, y) =0,

com
M(z,y) = 2zy —y* + 22, N(z,y) = (2% = 22y — ),
que sao funcoes definidas em R = R2.
Observe que a condicao de Euler é satisfeita, pois

oM (z,y) ~ ON(z,y)
oy =2y = ox

Procurando uma primitiva para M (x,y) em relagdo a =, obtemos

o(z,y) = Ci(y) + 2’y — zy* + 2.

Derivando essa expressao em relacao a y e igualando a N(z,y), temos

dCi(y) + 22 — 20y = 2% — 22y — o>,
dy
Logo,
dcl(y) _ .3
dy g
Entao,

Yt
Ciy) = —= + C,

para uma constante arbitraria Cy. Assim, acharios
p(z,y) =2 + 2’y — 2y’ —y* + Gy,
para uma constante arbitraria Cy. A solucao geral é, portanto, dada implicitamente por
x2+x2y—xy2—y4:c,

onde ¢ é uma constante real arbitraria.
Um outro caminho passa por integrar N(z,y) em relagao y, para obter

p(r,y) = Colx) +yz* — ay® -y,
para alguma funcao Cy(z). Igualando as duas expressoes para ¢(z,y), temos
Ci(y) + 2%y — oy® + 2° = Co(x) + ya® — zy® — y*.

Simplificando,
Cily) +y' = Cs(x) — 2,
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Como o lado esquerdo s6 depende de y e o lado esquerdo sé depende de x, eles sao constante,
logo para uma constante Cy arbitraria, temos

Ci(y) = Co — y*, Co(z) = Cy + 2.
Assim, achamos, novamente
p(a,y) = Co +a° + 2%y — xy® — ¢,
de onde tiramos a solugao geral
o2+ 2%y — -yt =,
para uma constante real arbitréria c.

Exercicios

3.1. Verifique que uma equagao separavel pode ser facilmente transformada em uma
equacao exata.
3.2. Determine quais equacoes abaixo sao exatas.

i dy dy
+ (2 Y0, My+tL=0
(a)y (I +Smy>dx ) ( )y+ a )
d

d
(c) 2t — sin xd—f =0, (d) (3y* — xsin y)é = cosy.

3.3. Encontre o conjunto de solucoes das seguintes equagoes.

d d
(a) y+x+(m+cosy)—y =0, (b) 2a:cosy+(:zc—x251ny)—y = —y + a2t

dx dx
d d
(c) et+x+(x+t)d—f:0, (d) (2y—xsiny)£:—cosy.
3.4. Determine o inteiro n para que a equagao abaixo seja exata.
d
nz? cosy + y? + (2zy — 2" sin y)d—y = 0.
x

4. Fatores de integracao e equacgoes lineares

4.1. Fatores de integracao. Em alguns casos, uma equacao da forma

dy

pode nao ser exata, mas pode ser transformada em uma com uma mera multiplicacao por
uma funcao auxiliar I(x,y). Mais precisamente, a fungao I(x,y) deve ser tal que a equagao

(o) M(x,9) + 1, y)N () 3 = 0

seja exata. Uma fungao I(z,y) com essa propriedade é dita um fator de integragao.
Considere, por exemplo, a equacao
dy

xy+x2+1+x2azo.
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Temos
0 241 O
(zy + 27+ >:x7é23::i.
dy ox
Porém, dividindo a equagao por x, obtemos a equacao
1 d
y+r+-—+ o A 0,
x dx

que satisfaz a equacgao de Euler. Temos, assim,

2
i
o(z,y) =xy + 5 o |z| + Ci(y),

o(z,y) = zy + Cy(x).

Logo,
2

X
Cl(y> == C() = Cg(l’) — ? — h’l‘l"

Portanto,

1'2

| .
5 + In |z

o(z,y) =y +

A solugao geral se escreve
2

T
acy+5+ln|x|:c,

para qualquer constante real c¢. Nesse caso, o fator de integragao foi I(z,y) = 1/x.

4.2. Equacoes lineares de primeira ordem. Quando a equacao diferencial de pri-

meira ordem
dx
Fltxe,— ] =0
( dt)

é linear em x e dz/dt, temos uma equacao do tipo

dx

mn +p(t)r = q(t).

No caso particular em que ¢(t) = 0, temos simplesmente

i—f = —p(t)z,
que pode ser resolvida via separacao de variaveis, dando
o(t) = e/ '
onde [ ! p € uma primitiva qualquer de p. De maneira mais explicita, podemos escrever
x(t) = Ce” Jop(s) ds,

para uma constante real C', o que inclui a solugao trivial identicamente igual a zero.
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Observe, de outra forma, que, quando ¢(t) = 0, para todo ¢t € R,

d ¢ dz(t) ¢
- Jop(s)ds\ _ Jop(s)ds _
; (a:(t)e ) ( : +p(t)x(t)) e =0,

de onde tiramos que
a:(t)efgp(s) s =C

para alguma constante C', conforme obtido via separagao de variaveis.
Por outro lado, no caso em que ¢(t) # 0, podemos utilizar a rela¢ao

d t dx(t t
= (x(t)efo p(s) ds) - (%) +p(t)a:(t)) elop(s) ds
obtida acima, para reescrever a equagao

&+ plt)e = at

na forma equivalente

dt

d (a)elor40) = gpelir s
Esta ultima equacgao pode ser resolvida explicitamente via integracao direta:

t
a(t)eloP®ds — 4 / q(s)elo P T qg.
0

Assim, a solucao toma a forma
t
z(t) = Cre” Jy p(s) ds +/ e~ Jip() a7q(s) ds.

0
A resolugao de uma equacao de primeira ordem pode ser colocada, ainda, no contexto de
fatores de integracao. De fato, a equacao

 + plt)e = alt

nao ¢ uma equacao exata. No entanto, multiplicando essa equagao por exp( f ! p(t)), temos

t t d
(p(t)z — q(t))e) PO 4 ¢l p(t)d_j
Com isso, a condicao de Euler é satisfeita, i.e.
0 . \ o
((p(t)a: —q(t))e! p“)) = p(t)el PO = &ef p(t),

or

que da uma equacdo exata. O termo I(¢,x)

exp(ftp(t)) é o fator de integracao, nesse

caso.



4. FATORES DE INTEGRACAO E EQUACOES LINEARES 101

4.3. Difusao de calor em um meio. Considere a equacao de difusao de calor em um
meio com temperatura ambiente constante T, e coeficiente de difusao térmica k:

dT
dt
Esta é uma equacao linear nao-homogénea de primeira ordem, que pode ser escrita na forma

dT
— + k1T = KT,.
dt "
Esta equagao também é separavel, mas a titulo de ilustragao, vamos resolve-la da forma des-
crita acima, como uma equagao linear. Multiplicamos essa equacao pelo fator de integragao
et de forma que
d dT (dT

T (Te“t) = Ee”t + kTe = i + /QT) et = KT.e.

—k(T —1T,).

Integrando, obtemos
T(t)e™ = Cy + Te"™.
Logo, a solucao geral da equacao é
T(t) = Cre ™ +T,.
Dada uma temperatura inicial 7'(0), obtemos a relagao
T0)=0C1+T1T,

entre a constante de integracao ' e a condigao inicial. Assim, podemos escrever, mais
explicitamente,

T(t)=T(0)e ™ +T.(1 —e"™).
De qualquer modo, podemos observar que, quando ¢ — oo, temos 7'(t) — T, conforme

deduzimos na andlise geomética. Agora, porém, temos uma informacgao mais precisa em
termos quantitativos.

4.4. Outro exemplo de equagao linear. Considere a equagao
dy 1
dr z+1

y = (z+1)°

Temos

Tz _1
e_fO f"r_l df = 6_1n|$+1| g

Assim,

d 1 1
= (z+1D?=lz+1]|
dz (y\x+1|) (@ ) | |
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Integrando,

$2
5 +zx, r>—1
S :01+{2 2

-5 -z r<-1

r+1x

-, -
T

(x+2)
Portanto, a solucao geral pode ser escrita na forma

y(z) = Cylz+ 1] + %(x +1)(z+2).

Observe que as solucao estao definidas para todo x, inclusive x = —1. No caso em que
x = —1, temos necessariamente que y(—1) = 0. Nao ha solu¢do com y(—1) # 0.
Exercicios

4.1. Em cada item abaixo, indique se a equagao é separavel, homogénea, exata, linear,
ou nenhum desses tipos.

dy  a®—y? dy 2 s, dy
(a>£_7x2+y2’ (b)a—uxy—x, (c)y—= t3, =0
dy 2 x dZL‘ 3 2 dl‘ 2 2
(d) o v (e) E:x\/%—}—smt, (f) (¢ +2xt)E:t —2tr — 2,
T
de.  x+t de. 5 . L du :
(g) T (h) = ¢ sint, (i) i Asin(t)u + k cos(t),
dr dT 2T + z* ds
' 0)— =10, (k) — =" 1) — =pS* +p°S.

4.2. Utilize o fator de integragao I(x,y) = x para resolver a equagao

d
3zy + 2siny + (2? —|—wcosy)d—y = 0.
x

4.3. Considere a equacao

d
day + 3y° + (22° + 4xy2)d—y = 0.

x

(a) Ache ntimeros inteiros positivos m e n tais que I(z,y) = z™y"™ seja um fator

de integragao dessa equagao.
(b) Ache uma férmula algébrica implicita para as solugoes da equagao.
4.4. Ache o inteiro p tal que I(z,y) = xP seja um fator de integracdo para a equagao

dy

52 + 4y + 5xy* + (z + 2x2y)£ =0

e ache uma relacao algébrica implicita para a solucao geral dessa equacao.
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Considere a equacao
o =t
1 + kx =1,

onde k£ > 0. (a) Ache a solucao geral; (b) ache a solugao particular com z(0) = xo;
e (c¢) em fungao de xg e k, ache o valor minimo assumido por x(t) em ¢ > 0.
Resolva a equacao linear

dy ) 2

dr  z+1 = (@+1)%
em z > —1.
Resolva as equacoes lineares
(a) % + 3y = 272°, (b) % —2y=>5cosz, (c) 3—1 + (x4 1)y =2z + 2.

: . dy

Considere a equacao T + 2ty = 4t.
(a) Ache a solugao geral dessa equagao.
(b) Para uma solucdo qualquer y(t), qual o limite de y(t) quando ¢t — co?
Se a temperatura 7T, de um meio varia periodicamente, segundo a hora do dia,
conforme T,.(t) = Ts+ AT cos(wt), onde Ty, AT,w > 0, ache a temperatura 7" = T'(t)
de um objeto colocado nesse meio, com uma temperatura inicial 7°(0) = Tp, que é
dada pela equacao

dT

yr —k(T —T,(t)).
onde k > 0 é o coeficiente de difusdo térmica. (Use integracao por partes duas vezes
para eliminar o sinal de integral do termo envolvendo o cosseno.)
A concentragao S(t), em cada instante ¢, de uma substancia téxica em uma certa
baia é dada pela equacao

S AS = (),

onde A(t) representa a taxa especifica de vazao da substancia e f(t), a taxa relacio-
nada ao despejo da substancia na bafa. Suponha que A(t) = Ao, f(t) = fo+f1 cos(wt)
e S(0) = Sy, com parametros positivos Ao, fo, f1,w > 0, e uma concentragao inicial
também positiva Sy > 0.

(a) Ache a concentracao S(t) explicitamente em termos desses parametros e da
concentragao inicial (use integracdo por partes duas vezes para eliminar o sinal
de integral do termo envolvendo o cosseno);

(b) Dado um valor limite tolerdvel ST > 0 para a concentracao da substancia
téxica, ache uma relacao entre Ao, fo, f1 € ST para que a concentracao S(t)
se mantenha, eventualmente, em valores abaixo do tolerdavel, ou seja, tal que
S(t) < ST para t suficientemente grande (verifique e use que o méximo de
uma funcdo na forma h(t) = acoswt + bsinwt é h(t*) = 2ab/(a* + b*), em
t* = (1/w) arctan(a/b)).
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(c) Se no instante ¢t = 0, devido a um vazamento ocorrido, a concentragao chegou
a um valor S(0) = Sy muito maior do que o tolerdvel, ST, e assumindo que a
relacao para ST obtida no item anterior seja vdlida, estime o tempo necessdrio
T para que a concentragao volte a limites toleraveis, isto é, ache T tal que
S(t) < ST, para todot > T.

A concentracao de coliformes fecais em uma praia é medida em quantidade de co-
liformes por cada 100ml de agua, em média. Uma modelagem para a variacao de
coliformes é dada como no exemplo anterior:

ds
onde S(t) representa a concentracao de coliformes, A(t), a taxa especifica de vazao
dos coliformes e f(t), a taxa relacionada ao despejo de coliformes na praia. Considere
a unidade de tempo como sendo de um dia e assuma que A(t) = A\g + A; cos(wyt)
e f(t) = fo+ ficos(pit). Suponha que A\g = 0.3, \y = 0.3, w; = 27, fo = 120,
fi = 60 e uy = 27 (a unidade fisica de fy e f; é de concentracdo por dia, e a de
A1, Ao, wy e g éde dia_l). Suponha que em um certo instante, ha um acidente e a
concentragao de coliformes chega a 5 mil por 100ml, no momento em que o acidente
é controlado. A partir desse momento, que podemos considerar como tq = 0, temos
a condigao S(ty) = 5.000 e o sistema passa a ser regido de acordo com os parametros
determinados acima. Com a ajuda de uma ferramenta computacional, como Scilab,
determine quantos dias levam para que a concentracao volte a ficar abaixo do nivel
tolerado de 800 coliformes por cada 100ml.
Considere a equacao
dy 2
L — gy + b

conhecida como equacao de Riccati homogénea. Mostre que a mudanga de variavel
dependente z(x) = 1/y(z) transforma essa equagao em uma equagao linear
dz

I + g(z)z = —h(z).

Considere a equacao logistica

dy

2
—ty=y

dw ’
que é um caso particular de equacao de Riccati. Resolva essa equagao usando o
método de resolucao descrito acima.
Considere uma equacao do tipo
dy

3 Fo@y = h(z)y’,

chamada de equacao de Bernoulli, onde 6 € R, com 8 # 0, 1. Mostre que a mudanga
de varidvel dependente z = y'~% transforma essa equacao na equacio de primeira
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ordem
3—; + (1 —=0)g(z)z = (1 — 0)h(x).

Ache a solucao geral da seguinte equagao de Bernoulli usando o método descrito

acima, onde «, 8 # 0.
dz = az?® — Bz.
dt

O ar é composto em grande parte por nitrogénio (cerca de 79%), que é um gas inerte
(dltima camada de elétrons completa) e nao interage quimicamente com o corpo
humano. No entanto, ele pode causar sérios problemas a mergulhadores autonomos,
através da formacao de bolhas nos tecidos e articulagoes, causada por um excesso
de nitrogéno absorvido durante o mergulho. Para evitar este problema, conhecido

como doenca descompressiva, tabelas de descompressao devem ser utilizadas.

10min 20min 30min

2atm |
(10m)

datm |
(30m)

Tempo de fundo

FiGurA 4.1. Mergulhadores e um perfil de mergulho.

Um gds é composto de varios elementos e a pressao parcial de cada elemento
é uma fracao da pressao total do gas, de acordo com a fracao deste elemento na
composicao total do mesmo. Por exemplo, ao nivel do mar, o ar tem uma pressao
de uma atmosfera. Como o nitrogéneo compoe 79% do ar, a pressao parcial do
nitrogéneo ao nivel do mar é de 0,79 atmosferas.

Durante um mergulho, a pressao ambiente p, aumenta a uma razao de uma
atmosfera a cada 10 metros. A pressao parcial do nitrogéneo no ar respirado (a partir
de um cilindro com ar comprimido e trazido a pressao ambiente por um aparelho
chamado regulador) é, portanto, 0, 79p,. Mas a pressao parcial do nitrogéneo no
corpo nao se torna imediatamente igual a esse valor. Ele aumenta a uma taxa
proporcional & diferenca entre essa pressao e a pressao parcial do gas respirado, ou
seja

% = )‘(epa _pn)?
onde = 0.79 e A é um parametro determinado empiricamente. O parametro A
¢ normalmente dado implicitamente pelo “tempo-médio” 7 = In2/), similar ao
conceito de meia-vida de um elemento radioativo.



106

4. EQUACOES DE PRIMEIRA ORDEM - SOLUCOES EXPLICITAS

Durante um mergulho, a pressao ambiente é uma determinada fun¢ao do tempo,
dada de acordo com a profundidade em que o mergulhador se encontra. Conhecendo
essa fungao p,(t), podemos resolver a equagao diferencial acima e encontrar a pressao
parcial p,(t) do nitrogéneo nos tecidos, em cada instante de tempo. A condigao
inicial é p,(0) = 0,79 atm, assumindo um mergulho no oceano (mergulhos em lagos
e cavernas em altitudes devem compensar a diferenga de pressao).

A fisiologia completa envolvida na doenca descompressiva nao é completamente
entendida, existindo varios modelos para tentar determinar um perfil de descom-
pressao seguro. Muitos desses modelos sao baseados essencialmente no modelo de
Bithlmann-Haldane-Workman-Schreiner, no qual a doenca descompressiva pode ser
evitada (ou seus sintomas reduzidos) se a pressao parcial do nitrogéneo no corpo, py,
for mantida menor do que uma certa quantidade maxima tolerada p,;, dependente
da pressao ambiente p,, que varia com a profundidade do mergulho. Essa condigao
tem a forma

def
DPn SpM:eMpa+a7

onde M e a sao parametros determinados empiricamente. Se essa condicao for
violada, pode existir uma quantidade significativa de microbolhas de nitrogénio de
um certo diametro critico que vao crescer e se agregar, formando bolhas de tamanho
suficiente para causar desde um certo desconforto até dores insuportaveis e morte.

Mais precisamente, o corpo humano é formado por vias aéreas, fluidos e diver-
sos tipos de tecido e cada parte absorve nitrogéneo a uma certa razao. Por isso, é
necessario considerar varios conjuntos de parametros A, M e a, correspondendo a
diferentes “compartimentos” do corpo, sendo o pior caso o limitador para a doenca
descompressiva. O conjunto de valores mais utilizado é o dado pela tabela ZH-L14 de
Biihlmann, que considera 16 compartimentos. Além disso, um certo fator de segu-
ranca ¢ acrescentado, diminuindo o valor de M em cada caso. Sem contar correcoes
devidas a variagoes na pressao parcial do nitrogénio causada pela umidade exis-
tente nas vias aéreas, pelo fato de que nem todo o ar dos alvéolos é substituido
em cada respiragao, e outros fatores. Mas para simplificar, vamos considerar ape-
nas os valores no compartimento dois do modelo em questao, que sao 7 = 8min,
correspondendo a A = 0,087min"!, além de M = 1,5 ¢ a = 1 atm.

Com a ajuda de uma calculadora ou de um computador, resolva as seguintes
questoes.

(a) Um mergulhador desce a uma velocidade constante durante trés minutos, até
alcancar 30 metros de profundidade, correspondendo a uma pressao ambiente
de quatro atmosferas. Em seguida, o mergulhador permanece a 30 metros
durante 25 minutos, para em seguida subir até a superficie em 3 minutos, a
uma velocidade constante. O perfil desse mergulho estd ilustrado na figura 4.1.
A pressao ambiente (em atmosferas) como fun¢ao do tempo (em minutos) para



p

4. FATORES DE INTEGRACAO E EQUACOES LINEARES 107

esse perfil pode ser escrita na forma

1+t 0<t<3,
Pa(t) = 4 4, 3 <t <28,
32—t 28<t<3l

Encontre a pressao parcial do nitrogéneo ao final do mergulho, p,(31).

(b) Verifique se p,(31) é maior ou menor que o valor maximo pys(31) = Mp,(31) +

a = M + a ao final do mergulho, para identificar a possibilidade de doenca
descompressiva.

(c) Calcule o tempo méximo de permanéncia a 30 metros de profundidade que

evite a doenga descompressiva. Para isso, vocé deve escrever uma nova funcao
Pa(t) com um tempo indeterminado T" aos 30 metros, depois encontrar a pressao
parcial p, (T + 6) ao final de mergulho, como funcao do tempo de fundo T, em
seguida estimar o valor maximo de 7' para que a condi¢ao que evita a doenga
descompressiva nao seja violada.

On°
()
Ze

B % @%ﬁ’ c

Tempo de fundo

Pa

FIGURA 4.2. Perfis de descompressao: (a) p,(t) em funcao do tempo ¢ (linha
sélida) e (b) p,(t) em funcao de p,(t) (linha sélida). O ponto A indica o inicio
do mergulho, B, o inicio do tempo de fundo, C, o final do tempo de fundo, D, a
primeira parada de descompressao, e E, o retorno a superficie. Em (b), a linha
pontilhada indica o valor da pressao ambiente e a linha tracejada indica o limite
maximo p = pys, como funcao de p,, para evitar a doenca descompressiva.
As paradas de descompressao sao em multiplos de trés metros, no caso, trés
paradas a nove, seis e trés metros, respectivamente. Apds o final do mergulho,
a pressao parcial do mergulho voltara a pressao usual de 0,79 atmosferas.

(d) Uma vez ultrapassado o limite de tempo de fundo para a doenca descompres-

siva, um plano de descompressao para evita-la, baseado no modelo acima, de-
termina que o mergulhador deve ascender até uma profundidade que seja um
miultiplo de trés metros e que seja a menor possivel para evitar a doencga; per-
manecer nessa profundidade (eliminando nitrogénio) por tempo suficiente para
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que a proxima profundidade minima seja trés metros acima; ascender até essa
nova profundidade minima; e repetir esse processo até que a superficie seja
alcancada. Para simplificar, assume-se neste processo que a mudanca de pro-
fundidade é instantanea, seguindo um perfil conforme ilustrado na figura 4.2.
Supondo que o tempo de fundo do mergulho do item (c) tenha sido o dobro
do tempo maximo 7', calcule o plano de descompressao conforme acabamos de
descrever.

Para mergulhos mais profundos, é comum alterar a composicao do gas respirado,
diminuindo a concentracao do nitrogéneo, em misturas nitrox e incluindo hélio,
em misturas trimiz, e até mesmo trabalhar com diferentes misturas em diferentes
momentos de um mesmo mergulho.



CAPIiTULO 5

Equacoes de Segunda Ordem - Solucoes Explicitas

Neste capitulo, vamos considerar certas equacoes de segunda ordem da forma

P _ (o
de2 A )

Primeiramente, vamos considerar casos particulares que podem ser reduzidos a equacoes de
primeira ordem. Em seguida, veremos como resolver equacoes de segunda ordem lineares
com coeficientes constantes.

1. Reducao de ordem e aplicagoes

Algumas equacgoes de segunda ordem, como a de um corpo em queda livre com amor-
tecimento e a da corda suspensa em repouso, podem ser reduzidas a equacoes de primeira
ordem, através da introducao de novas variaveis dependentes e independentes.

1.1. Redugao de ordem - corpo em queda livre com amortecimento linear.
Levando em consideracao uma resisténcia do ar proporcional a velocidade, temos, para a
altitude h = h(t) de um objeto em queda livre, a equagao

d*h dh
m— = —mg — a—.
a2 I %
Introduzindo a variavel
dh
v=—,
dt
obtemos a equacao de primeira ordem
dv
m— = —mg — Qu
dt g ?
que é separavel. Fazendo k = a/m, temos
dv
— = —g — kv.
a7
Separando as variaveis, temos
dv
= —dt.
g+ kv

Integrando, obtemos
1
Eln\g+kv| =C—t.

109



110 5. EQUACOES DE SEGUNDA ORDEM - SOLUCOES EXPLICITAS

Logo,
g + kv| = e*Ce M
Omitindo o médulo,
g+ kv =teCe M
Resolvendo para v e usando que k = o/m,
kC

u(t) = —% + %e*kt.

Substituindo 4-¢*¢ /k por uma nova constante Cy diferente de zero e lembrando que k = a/m,
obtemos

m
o(t) = 22 4 oyeatim,
Q@
A solugao estacionéria v = —gm/«a pode ser incluida permitindo Cy igual a zero.

Uma outra maneira, mais facil, de resolver a equacao de primeira ordem para v é obser-
vando que ela é uma equagao linear nado-homogénea. De fato, fazendo novamente k = a/m,
temos

dv

— + kv =—g.

dt g
Multiplicando essa equacao pelo fator de integracao €', temos

d d
pr (vef') = (d—: + k‘v) et = —ge.

Integrando, obtemos
Logo,

Como v = dh/dt, podemos escrever

dh
-_— = Cg@ikt — g
dt k
Para obtermos h = h(t), basta integrarmos mais uma vez, obtendo a solucao geral da

equacao do corpo em queda livre com resisténcia linear:

onde ] e (5 sao constantes reais arbitrarias. Isso nos da a familia de todas as solucoes
possiveis.
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1.2. Corda suspensa em repouso - modelo levando em conta variagoes verticais
no calculo do peso. Neste modelo, a posi¢ao da corda é dada pelo grafico de uma funcao

y = y(x), satisfazendo a equagao
d*y(x) dy\”
=M/1 —= 1.
daz? - (dx

Introduzindo a varidvel

_dy
p - d.fL"’
temos
dp d?y
dz  da?’

de modo que a equagao da corda suspensa pode escrita na forma
d
Lo Wt
dx
que é uma equacao separavel.
Por separacao de variaveis, temos que resolver a equagao
dp
Vv 1+ p?
O lado esquerdo pode ser integrado via a substituicao trigonométrica p = sinh #. Temos
dp cosh #d# cosh 6#df

Vi+P8  \/1tsih?g  cosho

Assim, temos que resolver a equacao

= \dz.

=do

df = \dz,
cuja solucao é
0 =MXx+ C}.
Voltando para a variavel p = sinh 6, temos
p(z) = sinh(Az + C).
Como p = dy/dx, temos
y(x) = % cosh(Az + C4) + Cy,
para reais arbitrarios C e Cs.

No caso em que os extremos da corda estao na mesma altura, temos a condicao de
contorno

y(—=4/2) = y(£/2),
onde ¢ é o comprimento da corda. Nesse caso, devemos ter

1 VA 1 VA
3 cosh (? + C’l) +Cy = 3 cosh (—? + 01) + Cs.
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Eliminando C5 e A, obtemos a condicao

cosh (%g + C’l) = cosh (_%g + C’l) .

Como o grafico de cosh x é parecido com o de uma parabola, ou seja, é simétrico em relacao
a origem, é decrescente no eixo negativo e crescente no eixo positivo, s6 podemos ter duas
solugoes para a condi¢ao acima:

%g%—(]l:—%g%—(]l ou %E—FCH:%E—OL
No primeiro caso, obtemos A\ = 0, o que nao é possivel, pois estamos assumindo A, ¢ > 0.
Entao resta a segunda opcao, que nos da C'; = 0. Assim, a solucao com a condicao de
contorno y(—¢/2) = y(¢/2) é

1
y(x) = 3 cosh(Az) + Cs.

Observe que s6 consideramos uma condi¢ao de contorno, em uma equacao de segunda ordem,
o que nos deixou uma constante arbitraria C'5. Essa condigao reflete uma translacao vertical
da corda. Se fixarmos uma altura para os extremos da corda, teremos um valor especifico de
(5. Independente disso, a solugao tem o formato de uma catendria, que é dada pelo gréafico
de cosh(\x).

1.3. Reducao de ordem - caso geral de mudancga de variavel dependente. Sem-

pre que a equagao for da forma
d*z — (e dx
ez T \Tdt )’

podemos considerar uma nova incognita definida por

dx
v=—
dt
e obter a seguinte equacao de primeira ordem em v:
dv
— = f(t,v
= f(t,0)

Se f = f(t,v) for separavel, poderemos resolver para v = v(t) e, em seguida, integrar em
relagdo a t para acharmos = = z(t).
Observe que neste processo fazemos uma mudanga na variavel dependente, de x para v.

1.4. Redugao de ordem com mudanca de variavel independente. Considere uma
equacao de segunda ordem da forma

Py o,
dQ.CE_ y7dx )

que nao depende explicitamente da variavel independente z. Introduzindo a incégnita
dy

pzaa
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podemos escrever
dp

@ = f(yap)v

que nao é uma equacao diferencial ordinaria em p, pois temos uma dependéncia em y no
lado direito. Isso pode ser resolvido considerando y como a variavel independente e usando
que
dp dpdx 1dp 1
LS ).
dy dxdy pdx p
Assim, temos a equacao de primeira ordem
dp 1
— =—f(y,p).
dy p

Se, além disso, a funcao f for separavel, i.e. da forma
f(y,p) = g(y)h(p),

entao obtemos uma equacao separavel
dp
que pode ser resolvida pelo método de separacao de variaveis.

Observe que neste processo mudamos tanto a variavel dependente, de y para p, como a
varidvel independente, de = para y. Assim, procuramos obter uma solugao da forma p = p(y).
Isso nao nos da a solugao explicita, na forma y = y(z), mas pode conter informagdes 1teis,
como no exemplo a seguir. Além disso, uma vez conhecida a solu¢ao p = p(y) e em casos em
que a expressao para p = p(y) seja razoavelmente simples, podemos obter a solugao explicita
y = y(x) através da equagao de primeira ordem

dy

Observe que, nesse momento, p nao é mais uma incognita, é uma funcao explicita de y,
obtida na resolucao da equacao anterior. Assim, a equacao acima €, de fato, uma equacao
de primeira ordem, com variavel independente x e variavel dependente y.

1.5. Exemplo: modelo para o lancamento de um projétil. A magnitude da forca
de atracao gravitacional entre dois corpos é

mM
F=G——,
2
’
onde G é a constante gravitacional, m e M sao as massas dos dois corpos e r é a distancia
entre os seus centros de massa.
Desprezando a atracdo que o projétil exerce sobre a terra e considerando h = h(t) a

altitude do projétil em relacao a superficie da terra, temos, pela lei de Newton,
d*h mM

S
e (R+ h)?’
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onde R é o raio da terra. Usando que para r = R temos F' = mg, onde g é a aceleragao da
gravidade na superficie da Terra, temos ¢ = GM/R?, logo, podemos escrever

d*h gR?

dt2 ~ (R+h)?

Reduzindo a ordem, tomando v = dh/dt, obtemos

dv gR?
dt ~ (R+h)?
Considerando v em funcao de h, temos
dv  dodt 1dv gR?

dh ~ dtdh  wvdt  u(R+h)?
que ¢ separavel. Logo,

oy = - 9 dh
 (R+h)?
que nos d& v = v(h) implicitamente em funcao de h:
29 R?
2
= C.
CTRen

Observe que ao multiplicarmos essa equacao por m/2 obtemos a equagao de conservacao de
energia total:
mv?  mgR?
2 R+h
A constante C' é independente de ¢, mas depende de cada solucao. Assumindo que o
projétil seja lancado com velocidade vg a partir do solo, temos que v = vy quando h = 0,
logo, para a solucao correspondente,

C = v —2gR.
Temos, assim, a solucao particular da equacao para v em funcao de h:
29 R?
2 2
Ve = + vy — 29R.
R+n 0

Esse projétil nao caird de volta para a Terra se a sua velocidade vertical for sempre
positiva. Como o primeiro termo acima é sempre positivo, apesar de ser pequeno caso h seja
grande, podemos garantir a positividade de v tomando

vy > v/ 29R.

Como g é da ordem de 9,8m/s* ¢ R ¢ da ordem de 6.378km, temos aproximadamente a
velocidade de escape
vy 2 11,19km/s.
Na pratica, porém, a resisténcia do ar, a rotagao da Terra, a inclinagao do foguete no
momento do lancamento, a longitude do ponto de lancamento e outros fatores mais sutis
devem ser levados em consideracao. O projétil também nao é lancado com velocidade inicial
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positiva. Ele parte com velocidade inicial nula e é impulsionado (acelerado), através de um

foquete, perdendo massa (combustivel) no caminho.

Exercicios

1.1. Resolva, via mudanca de variavel dependente, a equacao

d*z ~ lde
dar?  tdt
1.2. Ache, via mudanca de varidveis dependente e independente, a solucao particular da
equagao
d*x ~, de
ae - ar

com as condigoes iniciais z(0) = 2 e 2/(0) = 4.
1.3. Considere a seguinte equacao para a posi¢ao x(t) de um objeto
d*z dzx

—+ k— =t
dt2Jr dt ’

onde k > 0. Ache a solucao geral da equagao e a solugao particular com x(0) = z
e dz(0)/dt = vy.

1.4. Considerando o problema do lancamento de um projétil descrito acima, suponha
que o projétil alcance uma velocidade vy a uma altutide hg. Obtenha uma condigao
para vy em funcao de ho (além de g e R) para que o projétil nao retorne a Terra (ou
seja, ache a velocidade de escape).

1.5. Da relagao implicita

29 R?
2 2
v = + vy — 29R,
R+n 0
ache a altura maxima alcancada pelo objeto caso a condicao de escape nao seja

satisfeita.
1.6. Ache a solucao particular da equacao

o _1(dr)’
de2 dt
e

1
x
satisfazendo as condigbes iniciais z(0) = 2 e 2’(0) = 6.

2. Equacoes lineares homogéneas com coeficientes constantes

Uma outra classe de equacoes de segunda ordem que podem ser resolvidas explicitamente
é a de equacoes lineares com coeficientes constantes. Vamos por parte. Uma equacao de

segunda ordem
d*z dx
— = f(tz, =),
de? / ( " dt)
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é dita uma equagao linear quando o termo f(t,z,z") é linear nas varidveis x e x':

dx dx
t,x,— | =g(t) —c(t)r — b(t)—.
(15 ) = ot - e b0 5
Observe que as coeficientes ¢(t) e b(t) podem depender de t; a linearidade é em relagao a x.
Os sinais de menos aparecem apenas por convencao. Temos, assim, uma equac¢ao linear de
sequnda ordem nao-homogénea:

A’z dz
w + b(t)E + c(t)z = g(t).

Caso g(t) = 0 para todo t € R, temos uma equagdo linear de seqgunda ordem homogénea:

d*z dx
— 4+ 0(t)— + c(t)xr = 0.
. Tot) g )
Mesmo essas equacoes nao possuem solucoes dadas por uma féormula geral. Mas uma caso
particular, de bastante interesse, que pode ser resolvido de maneira geral, é o de coeficientes

constantes b(t) = b e c(t) = ¢

d*z bdx
@—f‘ E—ch—g(t).
Observe que neste caso nao pedimos que o termo nao-homogéneo ¢g(t) seja constante. Temos,
assim, uma equacao linear de sequnda ordem nao-homogénea com coeficientes constantes.
Finalmente, caso g(t) = 0, temos uma equacao linear de sequnda ordem homogénea com
coeficientes constantes:
d*z dx
Sao esses dois ultimos casos que iremos tratar a seguir. Vale a pena notar que a ultima
equacao pode, também, ser reduzida a uma equacao de primeira ordem homogénea, via
mudanga de varidveis dependente e independente. De fato, introduzindo p = dz/dt, temos

dr _
dt
dp

T —cx — bp.

p,

e, com isso,
dp dpdt —cx—10p
de — dtdz  p
que é uma equacao de primeira ordem homogénea. Mas a resolucao dessa equagao nao é

tao imediata. Veremos, a seguir, uma maneira bem mais facil e explicita de resolver esse
problema.
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2.1. Preliminares. A resolucao dessa equacao passa pela resolucao da equacao de se-

gundo grau
r? +br +c=0,
chamada de equacdo caracteristica associada a essa equagao linear de segunda ordem. O
polinomio em questao é chamado polinomio caracteristico. A razao da relevancia dessa
equacao é simples. Digamos que essa equacao tenha raizes rq e ry, de forma que ela pode
ser fatorada como
2 rbr+c=(r—r)(r—ry),

onde, necessariamente, b = —r; — ry e ¢ = riry. Assim, a equacao diferencial pode ser
reescrita na forma:

2" +br' +cx=2" — (ri +r)x’ +rirgr = 2" — 2l — o’ — roryz
Agora podemos prosseguir de duas maneiras. Na primeira, colocamos r, em evidéncia,
escrevendo
2 4+ b’ +cx = (' —rx) — (2’ — rix).
Na segunda, colocamos r; em evidéncia:
2" +br' +cx = (2 — rox) — (2 — rox).

Desta forma, vemos que se ' —riz = 0 ou 2’ —rox = 0, entdo x satisfaz a equacao original de
segunda ordem. O que fizemos foi, essencialmente, reduzir (ou fatorar) a equacao de segunda
ordem para duas de primeira ordem. A solugao de 2’ —riz = 0 é z(t) = C1e™?, enquanto que
adea’ —ryx —06é z(t) = Cye™'. Encontramos, assim, duas familias de solugoes da equacao
de segunda ordem. A solucao geral é dada pela combinacao linear dessas duas solugoes:

x(t) = Cre™t + Cye™™,

para todo t € R, onde C; e (5 sao constantes arbitrarias. Estd é uma familia de solugoes a
dois parametros, como era de se esperar para uma equacao de segunda ordem.

O fato de que a soma de duas solucoes da equacao homogénea também é solucao da
equacao homogénea é uma propriedade particular de equagoes lineares homogéneas. Verifi-
que! Esta propriedade é conhecida como o principio da superposi¢ao.

Um outro fato importante é o de que a combinacao linear dessas duas solucoes é a solucao
geral, ou seja, elas expressam todas as solugoes possiveis, nao havendo nenhuma solucao de
outra forma. Isso sera visto em breve. Antes, devemos tomar um certo cuidado em relagao as
raizes r1 e ro, pois nem sempre elas existem ou sao distintas. Nesses casos, as duas solugoes
fundamentais acima terao outra “cara”. Vejamos, entao, os possiveis casos.

2.2. Autovalores reais distintos. Caso a equacgao caracteristica associada
r?4+br+c=0

possua duas raizes reais distintas ry e ry, entao de fato podemos prosseguir como acima e
obter a solucao geral
t t
z(t) = Cre™" + Che™,

para todo t € R, onde C e (5 sao constantes arbitrarias.
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2.3. Autovalores complexos conjugados. Caso a equagao caracteristica possua duas
raizes complexas, elas necessariamente serao conjugadas e, portanto, da forma a + i3, onde
i=+—1. E possivel trabalhar com equacgoes e solucoes complexas, dando uma solugao geral
da forma

(atiB)t (aﬂﬂ)t;

z(t) = e + Y26
para todo t real, onde agora 7, e 7, sao constantes arbitrarias complexas. Mas s6 estamos
interessados em solugoes reais. Observe que, sendo 7; e 72 complexos, temos uma familia
de solugoes a dois parametros complexos, o que da, na verdade, falando a grosso modo,
uma familia de solugbes com quatro parametros reais (as partes reais e complexas de cada
parametro complexo). Na linguagem de Algebra Linear, isso dd uma espaco vetorial real de
dimensao quatro. A idéia é procurar um subespacgo de dimensao dois formado apenas por
solugoes reais.
Uma maneira de fazer isso é usando a formula de Euler

e = cosf +isinb.
Essa formula pode ser obtida por séries:

, = (i)™ i)™ i0)"
AR 2

n=0 n par n impar

B 0 (_1>m02m . e8] (_1>m‘92m+1 B N
a ZW+Z2W = cost +isinb.

m=0 m=0

Desta forma, podemos escrever
2(t) = y1e*(cos O + isin ) + e (cos @ — isinf) = (v, + 72)e* cos§ + i(y1 — y2)e* sin 6.

Como procuramos solugoes reais, podemos escolher v; e v de forma que 7, + 2 seja real
e 71 — 72 seja imagindrio. Para isso, devemos ter Im(y2) = —Im(71) e Re(y2) = Re(71), ou
seja, 1 e 2 sao complexos conjugados. Assim, usando que 6 = (t, chegamos a expressao

z(t) = Cre® cos Bt + Coe® sin ft,

onde (] e (5 sao reais arbitrarios. Esta é a solucao geral da equacao em questao no caso de
autovalores complexos.

2.4. Autovalores reais iguais. Nesse caso, temos ;1 = ry e apenas uma solucao da
forma exponencial, Cie™?. Mas a equacao em questao é de segunda ordem e esperamos uma
solucao geral com dois parametros. Precisamos achar uma solucao de outra forma. Para
isso, voltemos para a equacao caracteristica associada, que nesse caso ¢

P rbrtc=(r—r)t=r*—2rr+ri
Assim, b = —2r;, ¢ = r? e podemos reescrever a equagao diferencial como

"+ b’ +cx =" —2rma’ +riv= (2 —riz) —ri(2’ —rz) =0
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Seja g(t) = 2/(t) — riz(t), de maneira que
2+ b’ +cx=0<= g —r9=0.
A solugao é g(t) = Cee™'. Da definicao de g,
7' (t) — riz(t) = Coe™™.

Essa é uma equacao linear de primeira ordem para x. O que fizemos foi reduzir a equagao
de segunda ordem para uma familia de equagoes de primeira ordem. Podemos resolver essa
equacao de primeira ordem multiplicando pelo fator de integracao e~"t:

d
&(x(t)e’”t) = (2 —max)e ™ =C.
Logo,

z(t)e "t = C) + Cat.
Portanto, temos a solucao geral

(t) = (Cy + Cat)e™,

onde (' e U5 sao reais arbitrarios. Observe que essa expressao ja engloba a solugao obtida
anteriormente, correspondente ao caso Cy = 0.

2.5. Equagao do sistema massa-mola amortecido. Nesse sistema mecanico, um
objeto de massa m é preso a uma extremidade de uma mola, que tem a sua outra extremidade
fixa, como mostra a figura 2.1. O sistema ¢é descrito por uma variavel x que indica a distancia
do objeto a sua posicao de repouso. Uma modelagem para a forca que atua no objeto é dada
pela lei de Hooke, que diz que a forca de restauracdo no objeto é diretamente proporcional
ao deslocamento x em relagao a posicao de repouso. Assim, F' = —kx, para um coeficiente
de restauracao k > 0, onde o sinal indica que a forga é contraria ao deslocamento. Pela lei
de Newton, obtemos a equagao

d%z
L,
(a)%fmm\@
it
F=—kx F=—kx
UD)W (c)
x <0 x>0

FiaurAa 2.1. Sistema massa-mola: (a) na posi¢ao de equilibrio, (b) com a
mola contraida e (c¢) com a mola estendida.
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No caso de considerarmos a resisténcia do ar, a forca deve ser adicionada de um termo
dependente da velocidade dz/dt, por exemplo —adx/dt, para um coeficiente de resisténcia
a > 0. Nesse caso, obtemos a equacao do sistema massa-mola amortecido:

2
md—x = —kx—ad—x

dt dt’

Esta é uma equacao do segundo grau linear homogénea com coeficientes constantes. A
equacao caracteristica associada é

mr+or+ k=0,

cujas raizes sao

—aE+VaZ—4mk

T 2m

Observe que o tipo de raiz depende dos parametros, podendo ser reais distintas, se a? > 4mk,
reais iguais, se a®> = 4mk e complexas, se o < 4mk. Vejamos cada caso a seguir, incluindo
ainda o caso sem amortecimento, quando o = 0.

Caso superamortecido (a? > 4mk): Nesse caso, temos duas raizes reais distintas ry. Ob-
serve que 0 < o? — 4mk < o2, logo Va2 —4mk < o e ambas as raizes sio negativas,
r_ <ry <0. A solugao geral tem a forma

z(t) = Cre™" + Che™.

Como r4 < 0, as solugoes decrescem exponencialmente para a posicao de equilibrio, como
era de se esperar. Dependendo das constantes C; e Cy, a funcdo z(t) pode nao trocar de
sinal, decrescendo diretamente para a posicao de equilibrio, ou trocar de sinal apenas uma
vez, tendo um tnico ponto critico. Nesse caso o sistema nao oscila, porque o coeficiente
de amortecimento é relativamente muito forte, ou, por outra, o coeficiente de restauracao é
relativamente muito fraco.

Caso criticamente amortecido (a? = 4mk): Nesse caso, temos duas raizes iguais ry =

—a/2m. A solugao geral é

I‘(t) = (Ol + Cgt)e_(a/Qm)t.

Estudando essa funcao, vemos que, caso Cs = 0, a solucao decresce exponencialmente para
a posigao de equilibrio x = 0, sem oscilar, ou seja, sem x(t) trocar de sinal. Caso, Cy # 0,
a fungao z(t) se anula em t = —C,/C5 e tem um tnico ponto critico t = (aCy — Cy)/Cs.
Nesse caso, a varidvel x(t) troca de sinal apenas uma vez. Isso significa que, dependendo
das constantes C; e Cy (ou seja, dependendo das condigdes iniciais), o sistema pode oscilar
ou nao, mas ele pode oscilar no maximo uma vez. Como no caso anterior, o amortecimento
ainda ¢é relativamente forte, nao permitindo varias oscilagoes da mola.

Caso subamortecido (0 < a? < 4mk): Nesse caso, as raizes sdo complexas, r+ = —a/2m=+

i3, onde 3 = v/4mk — a2. A solucio geral é
x(t) = e” /2O cos Bt + Cysin Bt).
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Nesse caso, o sistema oscila indefinidamente, mas com amplitude decrescendo exponencial-
mente.
Caso nao-amortecido (0 = a? < 4mk): Por tltimo, vamos analisar o caso sem amorteci-

mento. As raizes sao complexos puros: Ay = +1/k/m. A solucado geral é

x(t) = C cos t\/E + Cy sin twﬁ
m m

As solugoes oscilam indefinidamente, sem diminuir a amplitude, como era de se esperar sem
a presenca de amortecimento.

2.6. Circuitos RLC. Um outro exemplo classico gerando equagoes lineares de segunda
ordem ¢é o de circuitos RLC. Sao circuitos elétricos envolvendo resisténcias, indutores e
capacitores, além de baterias e geradores. Circuitos elétricos sao caminhos fechados pelos
quais cargas elétricas fluem de acordo com diferencas de potenciais elétricos. O fluxo dessas
cargas gera uma corrente elétrica, denotada por j, que mede a quantidade de carga elétrica
que atravessa uma secao transversal do circuito por unidade de tempo. A convencao é de que
o sentido positivo da corrente indica o fluxo de cargas positivas, de maneira que os elétrons
se deslocam no sentido oposto ao da corrente.

Resistor Indutor Capacitor Bateria Gerador

e [ O

FIGURA 2.2. Representacao tipica de alguns dispositivos usados em circuitos elétricos.

Em um circuito elétrico, a carga de elétrons pode encontrar/atravessar vérios dispositivos,
como resisténcias, indutores e capacitores. Cada dispositivo altera a corrente de uma certa
forma, de modo que os dispositivos podem ser arranjados de acordo com certos propoésitos.
Além desses dispositivos, temos baterias e geradores, que sao fontes de diferencas de poten-
ciais elétricos, medidos em volts, e também chamados de potenciais de voltagem. Baterias
geram correntes continuas e sao determinadas pela sua diferenca de potencial de voltagem
V = —Fj. O sinal de menos ¢é devido a convencao adotada no sentido da corrente, que é me-
dida em ampéres. Geradores geram correntes alternadas, podendo gerar, por exemplo, uma
diferenca de potencial V' = —E(t) = —FEjcos(wt — «). A figura 2.2 ilustra a representagao
tipica desses dispositivos em um circuito elétrico. Cada dispositivo possui duas extremida-
des, por onde as cargas fluem de ou para outras partes do circuito. Os circuitos elétricos
também podem ter varias bifurcagoes, formando, na verdade, uma rede de caminhos. A
figura 2.3 apresenta alguns exemplos de circuitos.

Em uma resisténcia, a diferenca de potencial V' entre as suas extremidades é dada pela
Lei de Ohm:

V=JR,



122 5. EQUACOES DE SEGUNDA ORDEM - SOLUCOES EXPLICITAS

(b)

(a)

)
B(t)
L
() ‘
A
iﬁ”
I~
Ey

Ficura 2.3. Alguns exemplos de circuitos elétricos: (a) circuito RLC puro,
(b) circuito RLC com uma fonte de corrente alternada, (c) circuito RC com
uma fonte de corrente continua, e (d) circuito RLC com indutor e capacitor
em paralelo e com uma fonte de corrente alternada.

onde j é a corrente através da resisténcia (assumida uniforme) e R é um coeficiente positivo
chamado de resisténcia). A resisténcia depende do material empregado e a sua unidade de
medida é o ohm.
Em um indutor, a diferenca de potencial V' entre as suas extremidades é dada pela lei de
Henry: 1
J
V=L e
onde L é um coeficiente positivo chamado de indutancia. A indutancia é medida em henrys.
Em um capacitor, a voltagem varia com a quantidade de carga acumulada de tal forma

que diferenca de potencial V' entre as suas extremidade é dada pela relacao

-
dt
onde C' é uma constante positiva chamada de capacitancia. A capacitancia é medida em
farads.
Em cada trecho do circuito, temos uma corrente e uma diferenca de potencial elétrico.
As correntes e os potenciais elétricos em diferentes trechos satisfazem certas leis. A lei de
voltagem de Kirchhoff diz que em um caminho fechado do circuito a soma das diferencas de

potencial ao longo do caminho é zero. Enquanto que a lei de correntes de Kirchhoff diz que
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a soma das correntes chegando em um ponto do circuito é igual a soma das correntes saindo
desse ponto.

Considere, por exemplo, o circuito do exemplo da figura 2.3(a). Em cada dispositivo,
passa uma corrente, mas como o circuito é simples (nao é paralelo), segue pela lei de correntes
de Kirchhoff que a corrente deve ser igual em todos os pontos. Denote ela por j. Por outro
lado, se Vg, Vi, e Vi indicam as diferencas de potencial através de cada um dos dispositivos,
entao a lei de voltagem de Kirchhoff diz que a soma total delas deve ser zero:

Ve+ VL 4+ Ve =0.

As leis para cada dispositivo dao

dj d
i e,

VR ]R7 VL dt> dt

Logo,

di
jR+%ﬁ+%Pw
Nessa equacgao temos duas incognitas, j e Vio. Mas elas estao relacionadas por

e
dt
Derivando essa relagao, encontramos
d*Ve  dj
ez dt’
Substituindo os termos envolvendo a corrente na equacao obtida com a lei das voltagens
temos

dVe d*Ve

RO=E + LO= 4 Ve =0,

Fazendo V =V, chegamos a equacao de segunda ordem

4’V av
LC KB + RC = +V =0.
Essa equacao pode ser resolvida exatamente como a equacao do sistema massa-mola amor-
tecido.

E comum, também, escrever uma equacao de segunda ordem para a corrente j. Isso
pode ser feito derivando-se a equacao obtida com a lei de voltagens. A equacao obtida é
praticamente a mesma, apenas com V' substituido por j.

No caso do circuito da figura 2.3(b), continuamos com apenas uma corrente j, mas agora
temos que incluir a voltagem Vi = —E(t) = —FEj cos(wt — a) do gerador, que modifica a lei
de voltagens para

VeR+ VL +Ve=FE.
Refazendo a derivagao acima, vemos que a unica modificacao é a inclusao da fonte no lado
direito da equacgao:
4’V 1%
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Esta é uma equacao nao-homogénea.

No circuito da figura 2.3(c), sem a presenga do indutor, a equagao obtida é na verdade
de primeira ordem. Verifique.

No circuito da figura 2.3(d), temos agora trés correntes, relacionadas pela lei de Kirchhoff
para correntes através de

J1t+J2 =7
A lei de voltagens se aplicada em cada caminho fechado, ou seja, temos as duas leis
Vr, + Vi = E(t), Vi, + Vo = E(t).

Nos dispositivo, temos
dj dV,
ﬁj oS
dt dt
Esse problema pode ser reduzido a duas equacoes de primeira ordem, uma para Vo outra
para j;. De fato, da primeira relagao entre as voltagens,

Ve, = 111, Ve, = Jo o, Vi =1L = Jo.

. dyj
E(t) = Va, + Vi, = j1 Ry + L%.
que é uma equacao de primeira ordem em j;. Da segunda relacao entre as voltagens,
. dV,
E(t) = Vi, + Vo = joBa + Vo = CRy— = + Vo,

que é uma equacao de primeira ordem em V. As duas equagoes sao desacopladas e podem
ser resolvidas separadamente.

Outros circuitos em paralelo podem resultar em sistemas envolvendo equagoes de segunda
ou primeira ordem, dependendo de cada caminho apresentar tanto indutores como capacito-
res ou apenas um deles. Caminhos apresentando apenas resisténcias geram apenas equagoes
algébricas. O numero de equacoes depende do ntimero de circuitos em paralelo.

Exercicios
2.1. Verifique o principio da superposi¢ao: suponha que x(t) e xo(t) sejam solugoes da
equacao linear de segunda ordem homogénea
d*z dz
— +b(t)— +c(t)r =0
Tt )
e mostre que z(t) = Cyaq(t) + Caza(t) também é solugao dessa equagao, para quais-
quer constantes C7, Cy reais.
2.2. Ache a solucao geral das seguintes equacoes lineares homogéneas de segunda ordem
com coeficientes constantes:
(a) 2" — 72 +122=0; (b) 2" — 22"+ 102 =0; (c) 2" + 22 +x =0;
(d) 2" — 42’ + 292 =0; (e) 2" —4a' +42=0; () 2" —2' — 22 =0;

(g) 2" + 162 = 0; (h) 2" — 42 = 0; (i) " +2=0.
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Ache as solugoes particulares das equagoes seguintes correspondentes as condigoes
iniciais ou de contorno dadas.

a) 2’ — T2’ + 122 = 0, z(0) =1, 2'(0) = 6;
b) 2" 4+ 4x =0, z(0) = 2, 2'(0) = 6;
c) 2" —2x+x =0, z(0) =2, 2'(0) = 1;

(
(
(
(d) 2" + 42 =0, z(0) =2, x(mw/4) = 6.

Considere a equacao homogeénea
2’ + 32" + 22 =0.

Sabendo que z(t) é solugao dessa equagao com condigoes iniciais z(0) = 0 e 2/(0) =
x1 > 0, ache o instante t,,x em que o maximo de z(t) é alcancado. Esse ponto de
méximo depende de 217 E com z(0) = zy € R, tente achar o méximo em fungao
de zy e x1, exibindo condigoes para que esse maximo exista e condicoes extras para
que ele seja positivo.

Considere a equacao homogénea

2 422 + 2z = 0.

Sabendo que z(t) é solugao dessa equagao com condigoes iniciais z(0) = 1 e 2/(0) =
a > 0, ache o instante ¢ = t(«) em que o maximo de z(¢) em t > 0 é alcangado.
Ache a solucao geral da equagao

&’z dzx

+6— +8x =0,

de? dt
a solucdo particular satisfazendo z(0) = 0 e 2/(0) = 8 e o valor méximo alcangado
por essa solugao particular em t > 0.
Considere a equacao mz” = —kxr — az’ do sistema massa-mola amortecido no caso
em que o > 4mk, onde m é a massa do objeto, k é o coeficiente de restauracao
e a é o coeficiente de amortecimento. Mostre que se o objeto for “largado” em
uma posicao inicial diferente da de equilibrio (ou seja, posigao inicial z(0) # 0 e
velocidade inicial 2/(0) = 0), entao o sistema nao oscila, ou seja z(t) ndo troca de
sinal.
Em um sistema massa-mola amortecido, quanto maior o amortecimento mais rapido
o sistema se aproxima do equilibrio, certo? Errado! Isso é verdade enquanto o sis-
tema estd no regime subamortecido, mas quando o sistema entra no regime supe-
ramortecido, o que necessariamente acontece ao se aumentar demais o atrito, entao
quanto maior o atrito, mais devagar o sistema se aproxima do equilibrio. Analise as
solucgoes do sistema massa-mola amortecido e justifique essas afirmativas.
O método de resolugao via equacao caracteristica associada se aplica a equacoes
lineares homogéneas com coeficientes constantes de qualquer ordem. A solugao
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geral da equacao de ordem n

d"z N A"z N N dzx 0
ap— + ap1—— + -+ a1—apr =0,
den U g1 Yag ™

por exemplo, passa por achar as raizes da equagao caracteristica associada
™ 4 ™ 4 a4 ag = 0.
Baseado nisso, ache a solugao geral da equacao do quarto grau

d*z d*z
— —4—+ 32 =0.
dtt dt?
3. Equacoes lineares nao-homogéneas com coeficientes constantes

Vimos, acima, como resolver uma certa classe de equagoes de segunda ordem homogeéneas

com coeficientes constantes. Vamos considerar, agora, o caso nao-homogéneo:
d*z dz
w + ba + cx = g(t).

O termo ¢(t) pode representar alguma influéncia externa sazonal no sistema, como a
radiacao solar, que varia conforme o dia e a hora, ou um campo magnético, ou alguma
acao mecanica. Veremos, primeiro, como resolver algumas situacoes abstratas. Em seguida,
aplicaremos as idéias desenvolvidas para estudar um exemplo classico de ressonancia em
sistemas mecanicos.

3.1. Solugao particular e superposicao de solugoes. A idéia da resolucao da equa-
¢ao nao-homogeénea passa pelo principio de superposicao para equacoes homogéneas. Consi-
dere a equacao nao-homogeénea

d?x dz

— +b— +cx=g(t

az 9(t)
e suponha que 1 (t) e z5(t) sejam duas solugoes dessa equagao. Defina xy,(t) = xo(t) — 21 ().
Entao,

A2z, dxp, d*(zy — 21) d(zy — 1)
KB + b—dt +cxp = e +0b i + c(xg — 11)
d2$2 d2$1 dl’l d[El
= a4 —i—bdt _bdt +cxy —cxy = g(t) — g(t) = 0.

Assim, temos que a diferenca y(t) entre duas solugoes da equagdo nao-homogénea satisfaz a
equacao homogénea
dQZL‘h dxh
+b—— +cxp, = 0.
d? di "

Agora, podemos reescrever a relagao xp(t) = z2(t) — z1(t) na forma

To(t) = xp(t) + x1(1).
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Ja vimos como achar a solugao geral da equagao homogénea. A relagao acima nos diz, entao,
que para acharmos todas as solucoes da equagao nao-homogénea basta acharmos apenas uma
solugao, digamos x(t), e somar a ela a solugao geral da equagdo homogénea, dando todas
as possiveis solucoes da nao-homogénea.

Uma notagao tradicional é chamar de x,(tf) uma solucdo particular da equagdo nao-
homogénea, de forma que a solugao geral da equagao nao-homogénea pode ser escrita como

(1) =z (t) + 2,(1),

onde xp(t) é a solugao geral da equagao homogénea associada.

Mas isso nao resolve de todo o problema, pois ainda nao sabemos como achar a solugao
particular. A idéia acima diz que basta acharmos uma para termos todas, mais ainda preci-
samos de um método para acharmos pelo menos uma.

A idéia para acharmos uma solucao particular é procurar a solugao de uma forma apropri-
ada, dependendo do tipo do termo nao-homogéneo. Por exemplo, se o termo nao-homogéneo
for uma exponencial, vamos procurar uma solucao particular da forma exponencial. Se ele
for uma combinacao de senos e cossenos, vamos procurar uma solugao particular também
como combinacao de senos e cossenos. Se ele for um polindomio, procuramos um outro po-
linomio como solucao particular. E assim por diante. Mas isso nao é tao arbitrario assim.
Por exemplo, se o termo nao-homogéneo for apenas um seno, nao teriamos sucesso garantido
procurando uma solucao da forma de seno. A razao por tras disso é que o “espaco de senos”
nao ¢é invariante por derivacao, a derivada de um seno é um cosseno. O mais garantido é
procurar uma solugao como combinacao de senos e cossenos, que ¢ invariante por derivacao.
Da mesma forma, o espaco de polinémios e o espago de exponenciais também sao invariantes
por derivagao. Vamos resolver essas situacoes caso a caso.

3.2. Termo nao-homogéneo exponencial. Vamos considerar o problema
2" — 32 4 20 = 2e3.

Como g(t) = 2% ¢ do tipo exponencial, vamos procurar uma solugao também da forma
exponencial:
_ 3t
z,(t) = ae™.
Nesta busca, mantivemos o coeficiente 3 na poténcia, pois esta poténcia nao sera alterada ao
derivarmos essa funcao. Ja o termo « sera determinado pela equacao. A idéia é determinar
« para o qual z,(t) é solu¢do da equac@o ndo-homogénea. Para isso, vamos substituir = por
xp no lado direito da equacgao, o que nos da

ah — 3], + 2x, = Yoe™ — 9ae™ + 206’ = 2ae.

Observe que o resultado é uma exponencial, apenas com um coeficiente multiplicativo dife-
rente. Agora igualamos esse resultado ao lado direito da equacao:

" ! _ 3t 3t
T, Sxp + 2z, = 2™ = 2e™.
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Desta forma, vemos que z, ¢ solucao da equacao nao-homogenea no caso em que a = 1.
Portanto,
3t
xp(t) =e
é solucao particular da equacao nao-homogénea.

Para escrevermos a solucao geral, devemos resolver o problema homogéneo. A equagao
caracteristica é r? — 3r + 2r, que tem como rafzes 1, = 1 e ro = 2. Logo, a solucao geral da
equacao homogénea é

xh(t) = Clet + 0262t.
Entao a solucao geral da equacao nao-homogénea é
t 2% | 3t
x(t) = ap(t) + 2, (t) = Cre’ + Coe™ + €™,

onde (' e (5 sao parametros reais arbitrarios.
Vejamos, agora, o exemplo

" — 32 4 20 = 2.
A diferenca em relagao ao exemplo anterior estd no termo nao-homogéneo g(t) = 2e*.
Mas observe que teremos agora um problema ao procurarmos a solucao particular da forma
71(t) = ae?. Isto porque esta fungio ja é solucio da equagao homogénea, de modo que,
para qualquer valor de «,

x] — 3z + 21, =0,
e nao terfamos como achar a cuja o lado direito da equagao fosse igual a g(t) = 2e*. A
solucao para isso é semelhante a solugao dada no caso de raizes duplas: procurar uma solugao
particular da forma

z,(t) = ate®.
Substituindo essa expressao no lado esquerdo da equacao obtemos
ah — 3z, + 2z, = (da(l+t) — 3ol + 2t) + 2at)e* = ae®.

Tomando a = 2, temos que
oy 2t
z,(t) = 2te
é solucao particular da equacao nao-homogénea. A solucao geral é
x(t) = Cre' + Cye® + 2te™.
Finalmente, caso a equagao homogénea tenha duas raizes iguais para o seu polinémio ca-
racteristico e o termo ¢(t) coincida com a solugao da equagao homogénea entao sera necessario

aumentar o grau do polindmio na solucao particular. Mais precisamente, se a equagao for,
por exemplo

2 —dx + 4z = 2e*,
cuja equacao caracteristica tem raiz dupla r; = ry = 2, entdo tanto ae* como ate? sao

solugoes da equacao homogeéenea e nao poderao ser solugoes da equacao nao-homogeéenea.
Assim, procuramos uma solucao particular da forma

z,(t) = at®e”.

2t
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Substituindo isso no lado esquerdo da equacao, obtemos
" / _ 2 2 2 2t 2t
x, —4a), + dr, = ((2a + 8at + 4at”) — 4(2at + 2at”) + 4(at”))e™ = 2ae™.
Escolhendo a@ = 1, achamos a solucao particular
22t
z,(t) = toe”.
A solucgao geral é
z(t) = Cre® + Cyte® + t?e.

Vale ressaltar que a escolha da poténcia de t na solucao particular nao é arbitraria como
parece. Se procurdssemos uma solucao da forma at?e?® para uma equacao que nao possui raiz
dupla terfamos problemas pois ao calcularmos o lado esquerdo da equacao em z,, os termos
envolvendo t? ndo iriam se cancelar. Da mesma forma, nao irfamos encontrar uma solucao
da forma ate?' para uma equacao cujo termo e* nao fosse solucao da equacao homogénea.

Podemos resumir o método da sequinte forma. Suponha que a equagao nao-homogénea
seja

2"+ b’ + cx = AeM.

Se ) nao for solucao da equacao caracteristica r? + br +c = 0, entao podemos procurar uma
solucao particular da forma

Y’

xp(t) = ae™.

A constante a sera dada em funcao dos parametros dados b, ¢, A, . A solucao geral sera dada
somando-se a solucao particular a solucao geral da equacao homogénea, que pode envolver
raizes reais distintas, reais iguais ou complexas.

Se A for solucao da equacao caracteristica e a equacao caracteristica possuir duas solugoes
reais distintas, entao podemos procurar uma solugao particular da forma

z,(t) = ate.

Finalmente, se X for uma raiz dupla da equacao caracteristica, entao a solucao particular
sera buscada da forma

z,(t) = at®eM.
3.3. Termo nao-homogéneo polinomial. No caso da equacao com termo nao-homo-
géneo polinomial, ou seja,
2 b’ +cx = Attt + -+ At + Ay,
vamos buscar uma solugao particular também na forma polinomial:
Tp(t) = apt™ + - - - + art + ap.

Caso ¢ # 0, entao podemos tomar m = n, pois x, + bx, + cz, serd também um polindomio
de grau n, de modo que chegaremos a um sistema de equacgoes lineares para os coeficientes
o, X1,y ...,0n.

Caso ¢ =0 e b =0, entao a solugao sera obtida via integracao direta.
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Caso ¢ = 0 e b # 0, a equagao podera ser reduzida a uma equagao de primeira ordem.
Uma outra maneira ¢ tomar m = n + 1 para z,, pois l’g + bx;J sera um polindémio de grau n
e poderemos resolver o sistema para aq, a1, ..., Q,y1-

Vamos ver dois exemplos. Primeiro, considere a equacao

a" — 32+ 2 =T — 6t + 4¢°.
Nesse caso, procuramos uma solucao particular da forma
z,(t) = aot® + ant + ap.
Substituindo no lado esquerdo da equacao, obtemos
xy— 31, +21), = 2005 —3(2apt+ap ) +2(agt* +art+ap) = 200t® + (201 — 60 )+ 200 — 30 +2010.
Igualando, coeficiente a coeficiente, ao termo nao-homogeéneo 7 — 6t + 4t2, obtemos o sistema

2060 — 3061 + 2062 = 7,
20(1 — 60(2 = —6,
20(2 =4,

Resolvendo o sistema, achamos ag = 6, a; = 3 e ay = 2. Logo, a solucao particular é
z,(t) = 2t* + 3t + 6.
A solucao geral é
z(t) = Cre’ + Cye® + 2t* + 3t + 6.
Agora, considere a equagao
" — 32" = —18t.

Como nao ha termo de ordem zero no lado esquerdo da equagao, vamos buscar uma solugao
da forma

z,(t) = aot® + ant + ap.
Temos
xy — 3z, = 209 — 3(20t + 1) = =60t + 200 — 3.

Igualando a —18t, obtemos oy = 3, a3 = 2. O valor de ag é arbitrario pois esta é, na
verdade, uma funcao constante, solugdo da equagdo homogénea (raizes r; = 0 e r, = 3 da
equagao caracteristica). Assim, a solucao geral tem a forma

z(t) = Oy + Cye® + 3t* + 2t.
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3.4. Termo nao-homogéneo solenoidal. Caso a equagao seja da forma
2" +ba' + cx = Acoswt + Bsinwt,
vamos procurar uma solucao particular de uma das duas formas
7,(t) = acoswt + Bsinwt e x,(t) = at coswt + Bt sinwt.

A escolha depende das raizes do polinomio caracteristico. Caso as raizes sejam exatamente
ry = tiw, entao coswt e sinwt ja sao solugoes da equagao homogeénea e, nesse caso, procu-
ramos uma solucao particular da forma

7,(t) = at coswt + [t sinwt.

Caso tiw nao sejam raizes do polinomio caracteristico, entao podemos procurar uma solucao
particular da forma
zp(t) = acoswt + Bsinwt.

Vejamos o caso
2" — 8z + 20z = 32 cos 2t.

A equacao caracteristica tem raizes r4 = 4 4+ 2i. Logo, o lado direito nao é solugao da
equacao homogénea e podemos procurar uma solucao particular da forma

xp(t) = avcos 2t + Fsin 2t.
Substituindo no lado esquerdo da equacao, obtemos
) — 81, + 201, = (—4a cos 2t — 43 sin 2t) — 8(—2a sin 2t + 23 cos 2t) +20(cv cos 2t + (3 sin 2t)
= (16 — 16) cos 2t + (16a + 1603) sin 2t.
Igualando ao lado direito, obtemos o = 1, 3 = —1, logo a solucao particular é
x,(t) = cos 2t — sin 2t.

Observe que o termo nao-homogéneo contém apenas o cosseno, mas a solucao particular
exige também o seno.
A solugao geral é

x(t) = e*(C} cos 2t + Cysin 2t) + cos 2t — sin 2t.
Vamos, agora, considerar a equagao
2" + 4w = 32 cos 2t.

A equagao caracteristica tem raizes complexas ri = £2i, logo g(t) = 32 cos2t ja é solucao
da equacao homogénea. Nesse caso, devemos buscar uma solucao particular da forma

xp(t) = at cos 2t 4 (Bt sin 2t.
Para essa funcao,

acg + 4z, = —4dasin 2t — dat cos 2t + 43 cos 2t — 45t sin 2t + 4(«at cos 2t + (Bt sin 2t)
= —4asin 2t + 45 cos 2t.
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[gualando essa expressao ao termo nao-homogeéneo g(t) = 32 cos 2t, obtemos « =0 e f = 8.
Logo, a solucao particular é

x,(t) = 8tsin 2t.
A solucao geral toma a forma

x(t) = C4 cos 2t + Cysin 2t + 8t sin 2¢.

3.5. Combinagao dos termos nao-homogéneos anteriores. A mesma idéia pode
ser aplicada a combinagoes dos termos nao-homogéneos anteriores. As combinac¢oes podem
ser tanto lineares como multiplicativas, ou seja, somas ou produtos dos termos anteriores.
[sso porque tanto combinagoes lineares como multiplicativas desses termos sao invariantes
por derivagao. Assim, na equacao nao-homogénea

2’ 4+ b’ + cx = g(t),
o termo ¢(t) pode ser um produto
9(t) = ha()ha(t)hs(t),
onde hy(t) é um polinomio de grau n, hy(t) é uma exponencial e h3(t) é uma combinacao
linear de seno e cosseno, ou seja
hi(t) = apt™ + - +ait +ag,  ho(t) = de™, hs(t) = Acoswt + Bsinwt.
Nesse caso, a solucao particular sera buscada da mesma forma, ou seja

2p(t) = y1(t)y2(t)ys(t),
onde y(t) é um polindomio de grau m, y»(¢) é uma exponencial com o mesmo expoente que
ho(t) e y3(t) é uma combinacao linear de seno e cosseno com a mesma freqiiéncia que hs(t).
Aqui, novamente, o grau m do polindémio y;(t) depende da solu¢ao da equagdo homogénea.
Mais precisamente, se A\ + wi for raiz da equacao caracteristica, entao m = n + 1, caso
contrario, m = n.
No caso de uma combinacao linear

g(t) = gi(t) + -+ ault),
onde cada g; é da forma acima, basta procurar uma solucao da forma

a(t) = a1 (t) + - + m(h),
com cada z;(t) da forma correspondente associada a ¢;(t). Por exemplo,

71 (t) = 3te cos(2t)
¢é solucao da equagao
2" — 2 + 2= (3—-9t)e' cos2t — (12 + 6t)e’ sin 2t,
enquanto que
To(t) = 2

¢é solucao da equagao

=2 =224
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Assim, a soma
z(t) = z1(t) + x2(t) = 3te’ cos(2t) + t*
é solugao da equacao

" — '+ 1= (3—9t)e' cos 2t — (12 + 6t)e’ sin 2t + 2.

3.6. Aplicacao: ressonancia no sistema massa-mola. Vamos considerar o sistema
massa-mola no caso sem amortecimento, mas assumindo agora que o extremo esquerdo da
mola nao esta mais fixo. Vamos supor que temos a liberdade de variar a posi¢ao do extremo
esquerdo da mola, de acordo com alguma fungao dada h(t), por exemplo, h(t) = hgsin(wt).
Dessa forma, a origem do eixo x = 0 nao esta no extremo direito da mola, onde a mola prende
o bloco de massa m, mas sim em algum ponto mais a esquerda, tomado como referéncia. O
extremo direito da mola esta a uma distancia x desse ponto de referéncia, de modo que o
comprimento da mola é x — h (veja figura 3.1).

FI1GUuraA 3.1. Sistema massa-mola com extremo varidvel: (a) na posigao de
equilibrio (x — h =1), (b) com a mola contraida (x — h <), e (¢) com a mola
estendida (z — h > [), onde [ é o comprimento de equilibrio da mola.

Denotando o comprimento de equilibrio da mola por [, temos que o deslocamento da
mola em relacgao a posigao de equilibrio é d = x —h —[. Portanto a forca de restauracao tem
a forma F' = —kd = —k(x — h — ). Como a aceleracio do objeto é d*z/dt?, temos pela Lei
de Newton que o sistema satisfaz a equagao diferencial

d*z
e

= —k(z—h—1).
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Este sistema ¢é da forma linear
2

onde g(t) = k(h(t) +1). No caso em que h(t) = hgsin(wt), temos a equacao

e~k in(wt) + Ik
m— + kx = sin(w :
d? ’
O polindémio caracteristico da parte homogénea tem raizes r.» = +i\/k/m e a solugao
geral da equacao homogénea associada é

25, (t) = Cy cos (t@) + Cysin (H/%) .

O termo nao homogéneo é composto de duas partes, a parte constante —(k e a parte solenoidal
khosin(wt). E facil verificar que
¢é solucao da equagao correspondente com a parte constante:

ma| + kxy = lk.

Este termo representa simplesmente a translacao do ponto de referéncia do ponto de equilibrio
para o extremo esquerdo da mola (quando h(t) = 0).
Para resolver a equagao com a parte solenoidal,

mxly + kxy = khosinwt,

devemos tomar cuidado com a possibilidade da freqiiéncia de oscilagao forcada w coincidir
com a freqiiéncia natural de oscilagdo do sistema massa-mola, que é \/k/m. Este caso é o
que gera ressonancia, no qual a amplitude de oscila¢ao cresce indefinidamente (pelo menos
teoricamente, pois na pratica a mola pode se quebrar ou uma modelagem mais precisa passa
a ser necessaria, pois a mola nao pode ter comprimento negativo).

Caso nao-ressonante: w? # k/m. Neste caso, procuramos uma solucao particular da for-
ma solenoidal

xo(t) = Acoswt + Bsinwt.

Temos
maly + kry = (k — mw?) A coswt + (k — mw?) B sin wt.

Para que o lado direito seja igual a khgsinwt, devemos ter

khg
A=0, B=——.
k — mw?
Logo, uma solugao particular dessa parte é
kh,
25(t) = ——— sinwt.

k — mw?
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Dessa forma, a solucao geral do problema é

k ) k khg )
x(t) = op(t) + 21(t) + 22(t) = Cicos | ty/ - + Cysin | 14/ - +1+ p— sin wt.

A solucao é uma superposicao de duas freqiiéncias.

A solucao é limitada. Porém, a oscilacao pode ter uma amplitude bastante alta, caso
o sistema se aproxime da situagio ressonante, ou seja, caso w? & k/m, pois nesse caso o
termo B achado acima sera relativamente grande. A figura 3.2 mostra o grafico da solucao
em quatro casos distintos, ilustrando a superposicao das duas freqiiéncias e a aproximacao
da situacao de ressonancia.
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F1GuraA 3.2. Grafico da solugao = = z(t) do sistema massa-mola for¢ado, com
k =1kg x s72, [ = Im, m = 1Kg, hy = 0.1m, 2(0) = 0.9m, 2/(0) = Om x s~!
e quatro valores diferentes de w, se aproximando da situacao de ressonancia:
(a) w = 0s™ (sem forga externa), (b) w = 0.5s7, (¢) w = 0.8s7 e (d) w =
0.9s™.

Caso ressonante: w? = k/m. Nesse caso, observe que nao podemos prosseguir como feito
acima. Vimos isso em outros exemplos, e nesse caso terfamos o denominador do termo B se

anulando.
Uma solugao particular da equacao com termo nao-homogéneo solenoidal pode ser bus-

cada da forma

xo(t) = At coswt + Bt sinwt.
Temos,

maly + kry = —(Amw®t — 2Bmw — Akt) coswt — (Bmw?t + 2Amw — Bkt) sin wt.
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Como agora mw? = k, entao
may + kxy = 2Bmw cos wt — 2Amw sin wt.

Igualando o lado direito a khg sinwt, vemos que
khg

2mw’

A=— B =0.

Logo, uma solucao particular da equacao com o termo solenoidal é

khot
xo(t) = _QmOw cos wt.

Portanto, a solucao geral do sistema massa-mola forcado no caso ressonante pode ser escrita
como

khot
2(t) = zp(t) + 21(t) + 22(t) = Cy coswt + Cysinwt + | — —— cos w.

2mw
Observe que, nesse caso, a solucao oscila, mas com amplitude crescendo linearmente, sendo
ilimitada.

Exercicios

3.1. Ache a solucao geral das seguintes equacoes lineares nao-homogéneas de segunda
ordem com coeficientes constantes:

(a) 2" — T2’ + 122 = 8cos 2t + 14sin2t, (b) 2" — 22’ + 10x = 9¢’,

(c) 2"+ 22" + 2 = (6 + 9t)e*, (d) 2" — 42’ 4+ 29z = —1062t sin 5t,
(e) 2" — 42’ + 4w = 4* — 8t — 6, (f) 2" — 2’ — 2z = —6e,

(g) 2" + 162 = 12sin 2t — 16 sin 4¢, (h) " — 42 = 4t — 8 cos 2t,

(i) 2" 4+ o = 2sint + 10e™, () 2" + 22 +x = 6e ",

(k) 2 — 4z = 4t + 8e* (1) 2" + 52’ + 62 = "

3.2. Ache as solugoes particulares das equagoes seguintes correspondendo as condicoes
iniciais ou de contorno dadas.

(a) 2" + 22 +2 = (6+9t)e*, z(0)=1, 2/(0) =2,
(b) 2" — 22 + 10z = 9¢',  x(0) =3, 2/(0) =0,
(c) 2" 4+ 16z = 12sin2t — 16sin4t, 2(0) =0, z(7/8) = 0,
3.3. No sistema massa-mola for¢ado ma"” + kx = khg sin(wt) + lk, relacione as constantes
Cy e Cy da solugao geral com as condigoes iniciais 2(0) = zg e 2/(0) = vy, em ambos
os casos w? # k/m e w? = k/m.

3.4. O fenomeno de ressonancia também pode ser obtido em circuitos elétricos. Por
exemplo, considere um sistema LC' da forma
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Q

com uma fonte de diferenca de potencial E(t) = Eycoswt. A equagdo para a
voltagem V' = Vi através do capacitor é
4’V
LC——+V = Eycos(wt).
az " o cos(wt)

Dada a freqiiéncia w, ache valores de L e C' para que haja ressonancia no sistema.

4. *Sistema completo de solugoes, Wronskiano e o método de variagao de
constantes

4.1. Sistema completo de solugoes e o Wronskiano. No caso de equagoes ho-
mogeéneos, vimos como achar a solugao geral

.T(t) = C’lxl(t) + Cgl'g(t),

onde x1(t) e x5(t) sdo duas solugoes particulares dependendo das raizes do polinémio carac-
teristico associado. Afirmamos, entao, que a solucao geral é a combinagao linear dessas duas
solugoes. Mas como podemos garantir isso? Como podemos garantir que qualquer solucao é
combinagao linear dessas duas solugoes e o que caracteriza essas duas solugoes?

A idéia é a mesma que a de base de espagos vetorias, em Algebra Linear. O conjunto de
solugoes é o nicleo de um certo operador linear em um certo espaco de fungoes; esse nucleo
tem dimensao dois e basta tomar duas fungoes (dois “vetores”) linearmente independentes
para podermos representar todas as solugoes como combinacao linear dessas duas.

Mais precisamente, podemos considerar o espaco V' das fungoes x = x(t) definidas para
todo t € R e infinitamente diferencidveis. Desta forma, as derivadas x’ e 2" também perten-
cem ao espago V/, assim como qualquer combinagao linear dessas fungoes. Logo, podemos
definir uma funcao L de V em V dada por

L:V -V, L(2)&2" + b/ + ca.

Mais explicitamente, dada uma fungao x = z(t) infinitamente diferenciavel em ¢ € R, de-
finimos a fungao L(z) que a cada valor de ¢ € R associa o valor real L(z)(t) dado por
L(x)(t) = 2"(t) + ba'(t) + cx(t). A funcdo L(x)(t) obtida também ¢ infinitamente dife-
rencidvel em ¢, logo, L(x) pertence a V e, portanto, L é uma fungdo de V em V', ou seja,
L:V — V. E fdcil verificar que esta funcao L : V — V é um operador linear, ou seja
L(x1 + Axo) = L(x1) + AL(z5), para quaisquer fungoes x1, x5 € V e qualquer niimero A € R.

Neste contexto, o conjunto de solugoes da equacao homogénea nada mais é do que o
nicleo do operador L. Neste caso, o niicleo tem dimensao dois. Mas isso nao é tao imediato.
Uma demonstracao de que o nticleo tem dimensao dois passa por escolher duas fungoes
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linearmente independentes nesse ntcleo e mostrar que elas geram o ntcleo, ou seja, qualquer
outra funcao no ntcleo é combinacao linear dessas duas. Dessa forma, essas duas fungoes
linearmente independentes formam uma base para o nicleo.

A idéia acima se aplica nao apenas ao caso de coeficientes constantes, mas também ao
caso dos coeficientes serem funcgoes infinitamente diferencidaveis, ou seja

a(t)z" 4+ b(t)x' + c(t) = 0,

com a(t), b(t) e c(t) infinitamente diferencidveis. Nesse caso, continuamos tendo L(x) =
a(t)z” + b(t)z" + ¢(t) como definindo um operador linear de V' em V. Podemos, também,
substituir V' pelo espaco das funcoes analiticas ou por outros espacos de funcoes apropriados
e permitir diferentes tipos de coeficientes a(t), b(t) e c(t). A classe de fungoes analiticas é
bastante explorada, com as solugoes sendo buscadas na forma de séries x(t) = > o7 a,t".
Substituindo essa expressao para x(t) na equacao, achamos um sistema algébrico infinito
para os termos a,, da série. Mas questoes de convergéncia dessa série sao delicadas.

Vamos voltar a demonstracao de que duas solucoes linearmente independentes geram
todas as solucoes da equacao nao-homogénea. E vamos fazer isso no caso de coeficientes
variaveis, tomando apenas a(t) = 1 para simplificar. Dessa forma, temos a equagao

" +b(t)x" + c(t)r = 0.

Suponha, entdo, que z1(t) e x5(t) sejam duas solugoes linearmente independentes. Isso
significa que se Ajx; + Asxy = 0, entao Ay = Ay = 0. Mas vamos com calma. Essa nocao
de dependéncia linear é no espaco de funcoes, de maneira que o elemento nulo a direita
da expressao Az + Asxs = 0 é a funcao identicamente nula. Portanto, a condicao de
independéncia linear pode ser expressa mais explicitamente como

Alxl(t) + AQ.CEQ(t) = O, VteR < Al = AQ = 0.
Derivando a equacao a esquerda, temos
A2 (t) + Agzy(t) = 0.

Entao, podemos escrever a condicao de independéncia linear na forma

a0 m -0 wer = acm-o

Agora, caso x; e x5 sejam linearmente dependentes, entao existem A, As, nao ambos

nulos, tais que
o 20) (3)- ()

Logo, o determinante da matriz acima tem que ser identicamente nulo. Esse determinante
leva o nome de Wronskiano e é denotado por

W (x1,22)(t) = det [iigg izg;] =TTy — ToT.



4. *SISTEMA COMPLETO DE SOLUCOES 139

Se z1(t) e xo(t) forem linearmente dependentes, entdo W (xy,x2)(t) = 0 para todo t € R.
Vamos, agora, estabelecer a reciproca dessa afirmacao. Observe, primeiro, que

d

aW(xl, 2o)(t) = (wywy — xoxy)' = 2l + xy2l — b2 — won! = w12l — woaf
= 21 (=b(t)zh — c(t)z2) — w2(—b(t)x) — c(t)21) = —b(t) (212 — 221))
= —b(t)W (21, x2)(t).
Em outras palavras, o Wronskiano satisfaz a equagao linear de primeira ordem homogénea
W' = —b(t)W, cuja solugao é
W (a1, ) (t) = e~ 0P S (21, 2,)(0).

Esta é a chamada Formula de Liouville. Com ela, vemos que o Wronskiano ou ¢é identica-
mente nulo ou nao se anula nunca; ele nao pode se anular em apenas alguns instantes.
Se W (xy,x9) for identicamente nulo, entdo podemos achar solugdes nao triviais A, As

a0 () - ()

Mas em principio, essas solugoes nao triviais poderiam depender do tempo, o que nao impli-
caria na dependéncia linear de x; e 5. Mas da primeira equagao vemos que a relagao entre
Aj e Ay, no caso em que z1(t) # 0 em um certo intervalo de tempo, é dada por

Ay 22

Ay B Ty
(Pense no que fazer quando z;(t) = 0!) Derivando essa rela¢do no tempo vemos que
E é _ Thr) — Tom) _ Wz, xs) _0
dt \ A ’

2 2
Ty Ty

logo A;/A, é independente de ¢, ou seja, o nicleo da matriz em questao independe de t. Em
outras palavras, se W (zy,x9) for identicamente nulo, podemos escolher A; e A; nao ambos
nulos e independentes de t satisfazendo a relacao de dependéncia linear entre x; e x5. Isso
mostra que z; e xp sao linearmente dependentes se e somente se o Wronskiano W (xy, z) é
identicamente nulo.

Suponha, agora, que z1(t) e x2(t) sejam solugoes linearmente independentes da equagao
homogénea em questao e que z(t) seja uma outra solugdo qualquer. Como podemos mostrar
que x(t) tem que ser combinagao linear de x(t) e xo(t)? A idéia é resolver um sistema linear
para Cy e C5 em que

C’lxl(t) + OQI'Q(t) = ZL’(t)

Mas tal como esta, temos apenas uma equagao para duas incognitas. Uma segunda equagao
pode ser obtida derivando-se essa expressao:

Cha (1) + Coxhy(t) = 2/ (2).
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Podemos escrever isso matricialmente:

6 ] (6) = G6).

Sendo x1(t) e z2(t) linearmente independentes, o Wronskiano deles nunca se anula e podemos
inverter a matriz para todo ¢t. Em principio, no entanto, as solucoes poderiam depender de
t, o que faria de C; e (s nao mais constantes. Mas esse nao é o caso. De fato, invertendo o
sistema temos que

(&) -[6 20]) (9) = v (re).

Agora, usando a Férmula de Liouville, vemos que o lado direito indepente de t:

c\ 1 W (z, x5)(0)

Co) — W(xy,2)(0) \W(z1,2)(0))
Dessa forma, as constantes C' e C5 existem e sao de fato independentes de t. Essas constantes
podem ser achadas mais diretamente pelas condigoes iniciais:

011'1 (0) + CQ.TQ(O) = l’(O),
C1271(0) + Cozy(0) = 2/(0).

Isso completa a demonstracao de que o niicleo de L tem dimensao dois e de que duas solugoes
linearmente independentes do problema nao-homogéneo geram (por combinagoes lineares)
todas as solugdes. Fizemos isso no caso de coeficientes varidveis com a(t) = 1. O mesmo
vale se a(t) ndo se anular, mas é mais delicado caso esse coeficiente se anula.

4.2. Equacao nao-homogénea e o método de variagao de constantes. No pro-
blema nao-homogéneo com termo g € V, a traducao para Algebra Linear ainda procede.
Nesse caso, as solucoes formam a pré-imagem de g por L, ou seja, sao as fungoes = € V' tais
que L(z) = g. O conjunto-solucao é uma translacao do ntcleo. A translagao pode ser repre-
sentada por uma solucao particular qualquer. A figura 4.1 ilustra esse conceito. A solucao
geral é a soma de uma solugao particular com a solucao geral da equacao homogénea, que
pertence ao ntcleo do operador L. Ou seja, a solugao particular z,, satisfaz

L(xp) = ga
enquanto que a solucao geral z; da equagao homogénea satisfaz
L(l‘h) = O,

de maneira que a solugao geral x = x}, + z, satisfaz

L(z) = L(zp, + xp) = L(zp) + L(z,) =0+ g =g.

Equagoes nao-homogéneas com termos ¢ distintos dos tratados acima também podem,
em principio, ser resolvidos. A idéia é semelhante ao método usado em equagoes lineares de
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FicurA 4.1. Representacao do conjunto-solucao da equacao nao-homogéenea
como translagdo do nicleo N(L) do operador L por uma solugao particular
xp. As solucoes da equacao nao-homogénea sao somas da solucao particular
x, com as solugoes x;, do problema homogeneo.

primeira ordem e também leva o nome de método de variagao de constantes, também conhe-
cido como método de variacao de parametros ou método de Lagrange. Uma vez conhecidas
solugoes z1(t) e x9(t) da equagao homogeénea, digamos

x] + b(t)x; + c(t)z; = 0, i=1,2,
procuramos uma solucao particular da equagao nao-homogénea
2" +b(t)r + c(t)x = g(t),
da forma
xp(t) = up ()21 (t) + ua(t)z2(t).
As incognitas, agora, sao as fungoes u; e us, que esperamos ser solucoes de um problema

mais simples. Substituindo essa expressao na equagao nao-homogénea e usando que z; e xs
satisfazem a equacao homogénea chegamos a

x4+ b(t)x, + c(t)r), = uiz + 2urw) + uhxs + 2uhry + b(ujry + uyts).
Igualando o lado direito a g(t), temos a condigao
uiwy 4 2u ) + uhry + 2ubwy + b(ujzy 4+ ubzs) = g.

Temos, assim, uma equacao para duas incégnitas u; e us. O fato é que temos uma certa
liberdade em escolher u; e uy. Para simplificar, podemos impor a condicao

uyxy + uhzs = 0.
Derivando essa relagao, temos
" ! ! " o
Subtraindo essa relacao da primeira condi¢ao chegamos ao sistema
/ /
U T + Uy = 0,

/ ! /! /!
u ) + usxh + b(ujry + usxs) = g,
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que pode ser simplificado para
/ / . 0
UL + Ugxa = 0,
! !
U Ty + Ugy = @.
A escolha da condicao extra foi no sentido de reduzirmos a equacao de segunda ordem a um
sistema de equacoes de primeira ordem. Em termos matriciais, podemos escrever

60 ol () - ()

O determinante dessa matriz é o Wronskiano entre x; e x5, logo o sistema pode ser resolvido,
dando equacgoes de primeira ordem para u; e us:

() = Wz (ot )

Uma vez resolvidas essas equagdes, achamos a solugdo particular z,(t) = wui(t)xy(t) +
us(t)x2(t). A solugao geral pode ser escrita como

() 01$1()+02$2()—ZL’1 / le,l‘g()() ds —|—ZL’2 / le,xé ) ds.

Esta é a chamada férmula de variacao de constantes ou férmula de variacao de parametros.
Essa férmula se aplicada para qualquer tipo de funcao ¢(t), mas dependendo da ¢(t), nem
sempre ¢é possivel achar expressoes fechadas para as integrais acima.

Ressaltamos, ainda, que essa férmula aparece de forma muito mais natural ao escrevermos
a equacgao de segunda ordem como um sistema de equagoes de primeira ordem e utilizarmos
a idéia de fator de integracao. Isso sera feito no préximo capitulo.



CAPIiTULO 6

Sistemas Bidimensionais Lineares

1. Introdugao

Um sistema bidimensional de equacoes diferenciais de primeira ordem é um sistema de
equacoes da seguinte forma:

dz

_— = t

dt f( Jx)y>7
dy

— = q(t .
% g(t,z,y)

Nesse sistema, t é a variavel independente, x = z(t) e y = y(t) sao as fungoes procuradas
(incégnitas), e f = f(t,z,y) e g = g(t, z,y) sdo fungoes dadas de trés varidveis assumindo
valores reais.

Varios modelos aparecem nessa forma. Por exemplo, x e y podem indicar a populacao
de duas espécies que interagem entre si, com f e ¢ indicando a influéncia dessa interacao
na taxa de crescimento de cada populacao. As espécies podem estar em competicao por um
mesmo alimento, em simbiose, ou uma é a presa e a outra, o cacador. Em cada caso, teremos
uma forma particular para f e g. Outros modelos dessa forma aparecem em reagoes quimicas
e bioquimicas, onde as variaveis x e y representam a concentragao de cada substancia. O
sistema de equacoes modela como os elementos quimicos reagem entre si. Modelos mais
complexos podem envolver mais de duas incégnitas, mas esses nao serao vistos nesta secao.

Outros exemplos aparecem a partir de equagoes com apenas uma incéognita mas de ordem
maior do que um. Uma equacao dessa forma pode ser transformada em um sistema de
equacoes de primeira ordem. De fato, considere uma equacao de ordem dois:

o f, de
de2 A )

Podemos introduzir a variavel

_dz
T
e obter a equagao
dy
— = J(t,z,y).
FriaPACEE)

J4 vimos que nos casos particulares f = f(t,y) e f = f(x,y), podemos reduzir a equagao
a uma unica equacao de primeira ordem. Mas no caso geral, nao temos como reduzir o

143
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problem e devemos considerar o sistema completo

dr _
dt _y7

dy

— = f(¢ .
1 [t z,y)

Mesmo no caso f = f(x,y), a solugado via redugao a primeira ordem pode nao ser satisfatéria
e o sistema acima pode esclarer melhor o comportamento do sistema. Um exemplo especifico
¢ o de um sistema massa-mola

mdQ—x = —kz — ad—x
dt dt
Introduzindo a varidvel y = dz/dt, obtemos o sistema
de
E =Y,
dy k «
& Tm

1.1. Sistemas lineares auténomos. Vamos considerar, inicialmente, sistemas bidi-
mensionais no caso particular de funcoes lineares em = e y com coeficientes constantes em
relagao a t. Mais precisamente, consideramos o caso em que f e g sao fungoes lineares em x
e y, ou seja, tém a forma

ft,z,y) =at)z+ bty +e@), gt z,y)=clt)r+dt)y + h(t).
Assim, temos os chamados sistemas lineares:
o _
dt
d
d—i{ = c(t)z + d(t)y + h(2).

No caso em que e(t) = 0 e h(t) = 0, temos os chamados sistemas lineares homogéneos:
de
dt
dy
dt

Se a(t) = a, b(t) = b, c(t) = c e d(t) = d, temos os chamados sistemas lineares com
coeficientes constantes:

a(t)x + b(t)y + e(t),

a(t)x + b(t)y,

c(t)z + d(1)y.

d
d—f = axr + by + e(t),

d
d—‘q; = cx + dy + h(t).
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Caso os termos nao-homogéneos e(t) e h(t) variem com ¢, o sistema é nao-autonomo, no-
menclatura ja usada no estudo de equacoes de primeira ordem. No caso desses coeficientes
nao dependerem de ¢, temos os sistemas lineares autonomos nao-homogéneos:

L
g - wtbyte
d
d—?z:ca:—irdy—irh.

Finalmente, temos os sistemas lineares autonomos homogéneos, também chamados sis-
temas lineares homogéneos com coeficientes constantes:

W +b
d
d_gi = czr + dy.

Vamos tratar a seguir este tltimo caso. Vamos ver, também, como reduzir o caso de
sistemas lineares nao-homogéneos autonomos ao caso homogéneo através de uma simples
translacao.

1.2. Orbitas e o conceito de diagrama de fase de sistemas bidimensionais.
A andlise qualitativa/geométrica que fizemos para equagdes de primeira ordem pode ser
estendida a sistemas de equagoes. Podemos, assim, construir um diagrama de fase, nesse caso
um plano de fase, indicando o comportamente qualitativo das solucoes. No caso de equagoes
lineares, conceitos de Algebra Linear como autovetores e autovalores serao fundamentais.
Primeiro, observe que sistemas da forma

W et
— =ax

dt y7
dy
— =cx + dy,
dt Y

podem ser escritos em forma vetorial

du

— = Au

dt ’

onde

() o[

Podemos, assim, fazer uma analogia com o caso escalar. No caso de uma equacao escalar
dz/dt = az, a solugao geral é x(t) = C'exp(at). No caso vetorial, somos tentados a escrever

u(t) = e,

onde
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é um vetor de “constantes de integracao”. Veremos como fazer isso rigorosamente mais
adiante. Primeiro, vamos resolver as equacoes de uma forma mais simples e estudar os
diagramas de fase. Vamos comecar com casos canonicos e em seguida ver como podemos
relacionar os casos gerais com cada caso canonico, da mesma forma como a transformacao de
matrizes em suas formas canonicas é feita em Algebra Linear, através de bases apropriadas.

O diagrama de fase de sistemas bidimensionais é, como no caso unidimensional, o con-
junto de orbitas do sistema, com a indicacao do sentido de cada dérbita em relacao ao sentido
de crescimento da varidvel temporal ¢t. As drbitas sao os conjuntos {(z(t), y(t))}er formados
pelas solugoes do sistema. Nesse caso, essas orbitas sao curvas no plano xy. A forma dessas
curvas indica o comportamento de cada solucao. O diagrama de fase indica o comportamento
de todas as solugoes possiveis. No caso particular de duas dimensoes, o diagrama de fase
também leva o nome de plano de fase.

1.3. Relacao entre solugoes e orbitas no sistema massa-mola. Para ilustrar a
representacao de érbitas no diagrama de fase, considere o sistema massa-mola sem amorte-
cimento

da?
m@ = —kx,
onde x = z(t) representa a posigao do objeto de massa m e k, o coeficiente de amortecimento.
Vimos que a solucao geral nesse caso tem a forma

k k
x(t) = Crcos | t4) — | + Cysin | 14/ —
m m

Isso nos d& a posicao do sistema massa-mola em relacao a posicao de equilibrio, mostrando
que o sistema oscila indefinidamente. Introduzindo a velocidade como uma nova varidvel,
podemos rescrever essa equacao como um sistema de equacgoes de primeira ordem, ou seja,

s _
dt_y7

dy __k_
dt m’

Como y(t) é a derivada temporal de x(t), podemos deduzir, da solucao geral para x(t), que

y(t):—CM/Esin t L —i—Cﬂ/ﬁcos tq/E
m m m m

Tanto z(t) como y(t) sdo fungoes periddicas. O espago de fase natural para o sistema é
o plano xy, pois, em um certo instante, o conhecimento de apenas uma das varidveis nao
determina a solucao. Ou seja, nao basta sabermos a posicao do objeto em um certo instante
para determinarmos o comportamento futuro do objeto, é necessario conhecermos, também,
a velocidade instantanea do objeto naquele instante. Nesse plano xy, o comportamento do
objeto é dado pela curva (z,y) = (z(t),y(t)). Esta curva estd ilustrada na figura 1.1.
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(@) (b)
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FIGURA 1.1. Sobre a solucao da equacao do sistema massa-mola com
parametros k = 1, m = 1 e com a condi¢do inicial z(0) = 1, y(0) = 0: (a)
grafico da evolugao da posi¢ao = = x(t) em fungado de ¢; (b) gréafico da evolugao
da velocidade y = y(t) em fungao de t; (c) grafico da solucao (x(t),y(t)) em
fungao de t; e (d) grafico da 6rbita {(x(t),y(t)) }+er no plano zy.

No caso amortecido, temos

da? " dx
m— = —kr — «

dt? dt’
e o sistema

dx B

dt - y?

dy k Q@

— = ——x - —.

dt m my

Supondo condigoes de subamortecimento (0 < a? < 4mk), as solugoes tém a forma

z(t) = e~ (@/2mt <01 cos (t\/g) + Oy sin (t\/g» .

O objeto oscila com a amplitude da oscilacao diminuindo exponencialmente. A velocidade
do objeto é dada pela derivada de z(t), logo,

y(t) = —e~(@/2m)t <<2i01 — O/ ﬁ) COS <t ﬁ) + <i02 + Chy/ E) sin <t ﬁ)) )
m m m 2m m m

A velocidade também oscila com a amplitude diminuindo exponencialmente. A figura 1.2
ilustra esse comportamento de varias formas, incluindo a érbita no plano de fase.
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’ orbita {(z(t), y(t)) }ter

_ solugao (z,y) = (z(t),y(t)) em fungao de ¢

velocidade y = y(t) em funcado de ¢

/ 3 -3

posi¢do = = z(t) em funcdo de ¢

FIGURA 1.2. Sobre a solucao da equacao do sistema massa-mola amortecido
com parametros k = 1,m = 1, @ = 0.15 e com a condigao inicial z(0) = 1,
y(0) = 0: gréficos da solucao (z(t),y(t)) em funcdo de t, das coordenadas
x = z(t) e y = y(t) e da 6rbita érbita {(x(t),y(t)) }er, “espiralando para a
origem”, no plano xy.
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FicuraA 1.3. Campo de vetores e érbitas do sistema massa-mola com e sem
amortecimento, com k=1, m =1, (a) a =0 e (b) @ = 0.15. As 6rbitas estao
associadas a condicao inicial (0) =1, y(0) = 0.
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Finalmente, representamos na figura 1.3 o campo de vetores do sistema massa-mola com
e sem amortecimento, junto com a érbita associada a condigao inicial z(0) = 1, y(0) = 0. O
campo de vetores é o lado direito de sistema de equacoes, que nesse caso é dado pelos vetores

viz.y) = <f(:v,y)) 7

g(x,y)

onde

k a
flz,y) =y, g(z,y) = T Y.

Observe que a oOrbita é tangente ao campo de vetores, pois o campo de vetores da o vetor

tangente /
() == ()

Ao representarmos as solugoes pelas suas 6rbitas, perdemos algumas informacgoes. Nos ca-
sos acima, por exemplo, a érbita nao dd nenhuma informacao sobre o periodo das oscilagoes.
Por outro lado, a representacao das érbitas é mais “limpa”, pois é mais facil visualizar curvas
no plano do que no espaco. Isso se tornara anda mais critico quando for necessario visualizar
varias curvas ao mesmo tempo. O diagrama de fase é uma simplificacao bastante efetiva
para descrever os comportamentos das varias solugoes. Isso devera ficar mais claro mais
adiante. Vamos, agora, ver como podemos construir diagramas de fase de sistemas lineares
em geral.

Exercicios

1.1. Determine se cada um dos sistemas abaixo é autonomo ou nao e linear ou nao. Caso
um sistema seja linear, determine se ele é homogéneo ou nao e se tem coeficientes
constantes ou nao.

(a){x:x —, (b){x/:tw—l—y,

Y =—z+y° Yy = —x+sinz,

r=-2x—y+1, T =y+t,
() § ,_ d) § ., :
y =2x — 3, Yy = —x — 2y —sint,
2’ = cosbx — siny, ¥ = —xy,
(e){ P (f){ .
Yy =sinz + 6cosy, Yy =yx,
= —3r+vy, ¥ =—tr —y,
(&) § , (h) § , 2
y = —4dzx + 2y, y = =2z —t7y,
) x' = =5z + e*, i) 2’ = —5x + 3y,
i
y' = 2x —4y. ) y' = —2x + 6y.
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1.2. Equacoes de ordem n, da forma
d"z (1 dx d" 'z
dem T @ ’

também podem ser transformadas em sistemas de equagoes de primeira ordem, nesse
caso em sistemas de n equacoes da forma

d.fEl

— =2

dt 29
d.fEQ

— =2

a7
dz,

\ E = f(t,.??l,.TQ, . .,.CEn).

Sabendo isso, escreva um sistema de 4 equacoes de primeira ordem correspondendo
a equagao de quarta ordem
d*z d*z 3 )
1@ x@%—x i =sint.
2. Diagrama de fase nos casos canonicos

2.1. Sistemas lineares diagonalizaveis com autovalores reais - caso canonico.
No caso de uma matriz diagonal

A0
A=0 n)
a equacao
du
— = Au,
dt
esta desacoplada, ou seja, a equagao para x nao depende de y, e vice-versa:
dx
— = \i7,
a7
dy
— = \oy.
d 2Y

Nesse caso, as solucoes sao
z(t) = CreMt, y(t) = Cyre™t,
As constantes C e Cy podem ser diretamente relacionadas a condigoes iniciais z(0) = z e
y(0) = yo, de modo que Cy = xg e Cy = yo. Logo,
a(t) = me™,  y(t) =y,
Dessa forma, podemos ver mais claramente o papel dessas constantes em cada solucao.

O gréfico das drbitas {(x(t),y(t)) }er no plano zy depende dos valores de A; e Ay. Temos
varias situacoes distintas:
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Caso A1, A2 < 0. Nesse caso, as duas coordenadas x(t) e y(t) decrescem exponencialmente
para zero, em moédulo, de maneira que a solugao (z(t), y(t)) converge para a origem (0,0) do
plano zy.

Observe que os dois eixos sdo invariantes, ou seja, se z(ty) = 0 para algum t,, entao
xo =0 e z(t) = 0 para todo ¢; idem para y(t), se yo = 0. Esses casos correspondem a tomar
uma das constantes xg, yo como zero. Mais precisamente, temos, nesse caso, cinco Orbitas
particulares, correspondendo as condigoes i) xg = yo = 0; ii) xg = 0, yo > 0; iil) o = 0,
Yo < 0;1v) 2o > 0, yo = 0; v) 29 < 0, yo = 0. Cada condigao se refere a uma érbita: i) a
origem (0,0); ii) o eixo y positivo; iii) o eixo y negativo; iv) o eixo x positivo; v) o eixo x
negativo.

Caso xg e yo sejam diferentes de zero, o formato da orbita vai depender dos valores de
A1 € \g. Isso pode ser visto buscando uma representacao cartesiana para a orbita. Podemos
facilmente escrever y em funcao de x na forma:

A2/M
A2 /A x(t
y(t) = yoe = yo (M) = yo (—( )) :

Zo

Como ambos A\; e Ay sd0 negativos, temos \y/A; positivo. Caso A\ = g, as 6rbitas formam
semiretas (observe que z(t) e y(t) nao trocam de sinal, portanto as érbitas ndo podem formar
retas completas, atravessando a origem). Caso Ay < A\; < 0, temos A\y/A; > 1, de maneira
que as solucoes se aproximam da origem tangentes ao eixo x. Caso A1 < Ay < 0, as solucoes
se aproximam da origem tangentes ao eixo y. KEsses diversos subcasos estao representados
na figura 2.1. Nos casos em que A\; # Ao, podemos indicar a direcao de decrescimento mais
rapido por uma seta dupla.

(a)

/SN -

Y

FiGUuraA 2.1. Diagrama de fase do sistema linear diagonalizédvel canonico nos
casos em que (a) Ay = A2 <0, (b) Aa < A1 <0, e (c) A\; < A <O.

Caso 0 < A1, \o. Esse caso é semelhante ao caso anterior, sendo o sentido das orbitas a
tinica diferenca. De fato, como A, Ay > 0, as coordenadas x(t) = zoe*! e y(t) = yoe?!
crescem em modulo e, portanto, as solucoes se afastam da origem. No entanto, a relacao

()"
Y=Y | — .
Zo
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entre as coordenadas y = y(t) e x = x(t) de cada solucao continua a mesma, pois Aa/A; > 0,
também. Da mesma forma, temos trés subcasos, dependendo dos valores de \; e Ay. Esses
diversos subcasos estao representados na figura 2.2. Nos casos em que \; # A9, podemos
indicar a direcao de crescimento mais rapido por uma seta dupla.

(b)

AN
/\ W

Y

i

FiGUuraA 2.2. Diagrama de fase do sistema linear diagonalizédvel canonico nos
casos em que (a) Ay = A2 >0, (b) 0 < A; < Ag, e () 0 < Ay < Ay

Casos A1 <0 < Ay ou Ay < 0 < Aq. Nesses dois casos, temos que uma das coordenadas
decresce exponencialmente para zero, enquanto que a outra coordenada cresce exponencial-
mente, em modulo. Os eixos continuam invariantes, mas enquanto as orbitas em um eixo
apontam para a origem, as orbitas no outro eixo apontam para longe da origem.

No caso em que A\; < 0 < Ay, a coordenada z(t) decresce exponencialmente enquanto
que a coordenada y(t) cresce exponencialmente. As dérbitas no eixo « apontam em diregao a
origem, enquanto que as érbitas no eixo y apontam para longe da origem. No caso em que
Ao < 0 < Aq, os papéis de cada eixo sao trocados.

Além do sentido das dérbitas, a diferenca geométrica maior esta no comportamento das
orbitas fora dos eixos. As curvas descritas nao convergem mais para a origem, porque
as coordenadas nao tém mais os mesmos limites quando ¢ — +oo. A relacdo entre as
coordenadas continua sendo

)
Y=Y |\ — )
To

mas agora As/A; é negativo. Quando |z| — oo, temos y — 0, enquanto que se x — 0, entao
y — too. (Mais concretamente, pense no caso Ay = —1, A\; = 1, onde \y/A\; — 1 e as érbitas
fora dos eixos pertencem as hipérboles y = ¢/x, com ¢ = xgyo.)

Os diagramas de fase dos dois casos Ay < 0 < Ay e Ay < 0 < \; estao representados na
figura 2.3.

Casos A\; =0 e/ou \y = 0. Esses s@o casos degenerados. Se \; = 0, entdo z(t) = zo é

constante, enquanto que y(t) pode crescer ou decrescer exponencialmente, de acordo com
o sinal de A\y. Se Ay = 0, entao y(t) = yo é constante, enquanto que x(t) pode crescer ou
decrescer exponencialmente, de acordo com o sinal de A\;. No primeiro caso, todos os pontos
1no eixo x sdo pontos fixos (associados a solugoes constantes), enquanto que no segundo caso,
todos os pontos no eixo y sao pontos fixos. A figura 2.4 ilustra essas duas situagoes.
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(b)

=

Ficura 2.3. Diagrama de fase do sistema linear diagonalizavel canonico nos
casos em que (a) A\ <0< Ay e(b) Ay <0<\

(a) (a)
(c) (d)

Ficura 2.4. Diagrama de fase do sistema linear diagonalizavel canonico nos
casos em que (a) A} <0, Ay =0; (b) Ay >0, Ao =0; (¢) Ay =0, A2 <0; e (d)
A =0, Ay > 0.

Ha ainda o caso em que ambos \; = Ay = 0, no qual o sistema é completamente degene-
rado: Todas as solugoes sao constantes, com todos os pontos do plano sendo pontos fixos do
sistema.

2.2. Sistemas lineares nao-diagonalizaveis com autovalores reais iguais - caso
canonico. No caso de uma matriz nao-diagonalizavel da forma

Al
=)
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a equacao
du
— = Au,
dt
também pode ser resolvida explicitamente. Temos
dx
— = \r +v,
dt Y
dy
—= = \y.
a =Y
Podemos resolver primeiro para y, que nao depende de x, logo
y(t) = yoe™.
Em seguida, podemos utilizar essa solu¢ao na equacao pra x:
dx
— = v+ e,
dz Yo

que é uma equagao linear de primeira ordem. Com o método de resolugao desse tipo de
equacao, conforme visto anteriormente, a sua solucao geral pode ser escrita como

z(t) = xoe™ + yote.

O gréfico das orbitas {(z(t), y(t)) }+er no plano zy depende dos valores de A. Primeira-
mente, se A\ < 0, a funcao te converge para zero, quando t — 00, logo as solucoes convergem
para a origem (0,0) do plano zy. Se A > 0, as duas coordenadas crescem em mdédulo e as
solucoes se afastam da origem. Mas como serao as érbitas?

Observe que agora o sistema nao esta mais desacoplado. De fato, a coordenada y aparece
na equacao para a coordenada x. Uma conseqiiéncia disso é que o eixo y nao é mais invariante.
Mesmo que z(t) se anule em algum instante ¢, ele ndo necessariamente se anula em todos os
instantes. Por exemplo, se g = 0 e yo # 0, entdo x(0) = 0, mas x(t) # 0, para todo t # 0.
Mas isso s6 acontece com o eixo y. O eixo x continua invariante, ou seja, se y(tp) = 0 em
algum instante ¢y, entdo yo = 0 e y(t) = 0 para todo t € R.

Temos, entao, duas classes de solugoes: as pertencentes ao eixo z, que ¢é invariante,
e as outras. Quanto as solugoes que pertencem ao eixo x, temos trés érbitas: a origem,
correspondendo a xy = yo = 0; o eixo x positivo, correspondendo a xg > 0, yo = 0; e 0 eixo
x negativo, correspondendo a xg < 0, yo = 0. No primeiro subcaso, temos um ponto fixo,
nos outros dois, o sentido das érbitas aponta em direcao a origem, se A < 0, e para longe da
origem, se A > 0.

Quanto as solugoes que nao pertencem ao eixo x, podemos observar os seguintes fatos em
relagao a coordenada y: y(t) = yoe nao troca de sinal e é mondnota crescente ou decrescente,
dependendo dos sinais de yy e A\. Enquanto isso, z(t) = zge + yote™ se anula apenas em
to = —Zo/yo € tem um tnico ponto critico, em t; = —(yo + Azo)/Ayo = —1/X — xo/yo =
—1/X+to.

Caso A < 0, temos z(t) — 0, quando ¢t — oo. Quando t — —o0, temos x(t) — oo, se
yo < 0, ou x(t) — —o0, se yo > 0. Note que yo < 0 corresponde as solugdes “abaixo” do eixo
x, ou seja, com ¥y negativo, enquanto que yo > 0 corresponde as solugoes “acima’” do eixo x,
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(a) (b)

Ficura 2.5. Diagrama de fase do sistema linear nao-diagonalizavel canonico
com autovalores reais iguais nos casos em que (a) A <0 e (b) A > 0.

ou seja, com y positivo. Assim, “acima’ do eixo x, as solucoes sao tais que a coordenada
y(t) decresce exponencialmente para zero, enquanto que a coordenada x(t) vem de —oo, se
anula no instante tg = —x/yo, assume um maximo no instante t; = —1/\ +tg > tg e, em
seguida, decresce para zero. Enquanto isso, “abaixo” do eixo x, ou seja, com y negativo, y(t)
decresce exponencialmente em maédulo para zero, enquanto que a coordenada z(t) vem de
+00, se anula no instante tg = —x /1o, assume um minimo no instante t; = —1/\ 4+ tg > tg
e, em seguida, cresce para zero.

Ainda no caso A < 0, temos que ambas as coordenadas z(t) e y(t) convergem para zero
quando t — oo. Mas as coordenadas decrescem com a mesma velocidade ou uma coordenada
decresce mais rapido que a outra? Isso é crucial para a forma final do grafico, conforme foi
visto no caso anterior de autovalores reais distintos. Isso pode ser resolvido calculando-se o
limite da inclina¢ao da curva (z(t),y(t)). A inclinagdo dessa curva é dada por

dy

dy @ _ N AyoeM _ Ao

dz % Ax + Yy )\(l‘o + yot)e*t + y()@)‘t )\.To + )\yot + Yo
dt

Assim, o limite quando t — oo é

. dy Yo _
lim —= = lim =0
t—oo dxr  t—oo Axg + Ayot + Yo

Isso mostra que as solucoes convergem para a origem tangenciando o eixo x, pois a inclinagao
dy/dx das orbitas converge para zero.

Podemos aproveitar e analisar a inclinacao das érbitas longe da origem, ou seja, no limite
quando t — —oo. Nesse caso, temos, também,

. AYo
lim =0
t——oo dx t——00 A\ + )\yot + Yo

o que mostra que a inclinacao também diminui longe da origem.
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Uma outra maneira de observar isso é escrevendo a equacao cartesiana de cada orbita.
Podemos expressar z em funcao de y. De fato, sabemos que y(t) = yoe?t, logo

t= l In g.
A Yo
Observe que nao precisamos nos preocupar com o médulo dentro do logaritmo, pois y(t) e yo
terao sempre os mesmos sinais. Lembre-se, ainda, que estamos interessados apenas no caso
Yo # 0. Assim, podemos escrever
y(@)\ y(t)

Yo
t) = t)eM = D 222 ) 282
[L’( ) (l’o +y0 )6 (.To + \ n % ) %

Logo,

Assim, a analise das inclinacoes feita acima pode também ser feita a partir dessa expressao
cartesiana.

Agora, podemos juntar essas informagoes e representar graficamente o diagrama de fase,
no caso em que A < 0, conforme ilustrado na figura 2.5(a).

A andlise no caso A > 0 é similar. As érbitas tem o mesmo formato, exceto que agora
as solucgoes se afastam da origem. O diagrama de fase nesse caso aparece esbocado na figura
2.5(Db).

2.3. Sistemas lineares com autovalores complexos - caso canonico. No caso de
uma matriz com autovalores complexos conjugados da forma

_ | =B
=5
que ¢é a forma canonica, com autovalores o 4¢3, a equagao
du
— = Au
dt

pode ser resolvida em coordenadas polares. Nessas coordenadas 76, temos
xr =rcosb, y =rsinf.

Derivando essas duas expressoes em relacao a t, obtemos
7,./ ,r,/
2 =1"cos —rfsinfh = —x —0'y, y =1r'sinf +r cos = —y+ 0z
r r

Por outro lado, da equacao diferencial, temos

v’ = ax — By, y' = Br +ay.
Logo,
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(a) () (e)

Ficura 2.6. Diagrama de fase do sistema linear canonico com autovalores
complexos nos casos em que (a) a =0, §>0; (b) a =0, f<0; (¢c) a <O,
f>0;(d)a<0,8<0;(e)a>0,8>0;e(f)a>0,8<0.

Em resumo, em coordenadas polares, o sistema toma a forma
/
r = ar,
0 = 3.

Este sistema estd, na verdade, desacoplado, com cada equacao podendo ser resolvida inde-
pendentemente da outra. As solucoes sao da forma

r(t) = roe™,
0(t) = 6y + St.
Voltando para as coordenadas cartesianas, temos
x(t) = roe™ cos(By + Bt),
y(t) = roe sin(fy + St).
As constantes rg e 0y estao relacionadas as condigoes iniciais por rq sin 0y = xg e o cos 6y = yo.
Observe que a parte real a dos autovalores é responsével pelo crescimento/decrescimento
da distancia das solugoes a origem, enquanto que a parte imaginaria, (3, dos autovalores é
responsavel pela rotagao das solugoes em torno da origem.
As érbitas nesse caso podem ser circunferéncias, caso @ = 0, ou espirais, caso a # 0,

sendo que as solugoes podem “espiralar” em direcao a origem, caso o < 0, ou para longe da
origem, caso a > 0. O sinal de  indica o sentido da rotacao em torno da origem, se horaria,



158 6. SISTEMAS BIDIMENSIONAIS LINEARES

caso 0 < 0, ou anti-horaria, caso § > 0. Observe que, nesse caso, necessariamente 3 # 0,
caso contrario a matriz seria diagonalizavel, com autovalores reais.

Os possiveis diagramas de fase nesse caso canonico de autovalores complexos estao ilus-
trados na figura 2.6.

Concluimos essa secao com uma outra maneira de se obter a equagao para r: derivando
a expressao

r* =24y
em relacao a t, o que nos leva a
2rr’ = 2za’ + 2yy’ = 2r’ = 2x(ax — By) + 2y(Br + ay) = 2a(2® + y?) = 2ar’.

Assim, temos

dr
— = ar.

dt

Exercicios
2.1. Esboce o diagrama de fase dos seguintes sistemas lineares autonomos.

¥ =x— 4y, . = 2ux, ¥ = -2z,
a c
( ) y/ — 41’ + y, ( ) y/ — _3y’ ( ) y/ — —By,
¥ = -2z, ¥ = -3z +v, x = -2z,
(d> r (e) I (f) [
Yy = -2y, y = —3y, Yy = -y,
= —y, ¥ =4z + v, . ¥ = —x+ 5y,
() § , (h) ¢, 19,
y =z, y =4y, y = —5x —y.

3. Diagrama de fase no caso geral e classificagao de sistemas

Vimos, acima, os casos canonicos, ou seja, em que a matriz A do sistema estd em uma
forma “padrao” mais simples. O caso geral pode ser resolvido com conceitos de Algebra
Linear, achando os autovalores da matriz A e mudando de base através de uma matriz P
inversivel tal que B = P~1AP esteja em uma das formas canonicas acima. Teremos, assim,
trés casos distintos: i) sistema linear diagonalizével, com autovalores reais iguais ou nao; ii)
sistema linear com autovalores complexos conjugados; e iii) sistema linear com autovalores
reais iguais nao-diagonalizavel. Cada caso tem os seus subcasos, como acima. Os diagramas
de fase serao similares aos casos canonicos correspondentes, pois nada mais sao do que
deformagoes dos casos canonicos através de uma mudanca de varidveis linear.

No caso diagonalizavel, com autovalores reais distintos, os eixos do diagrama de fase da
forma canonica serao levados em cada um dos autoespacos pela mudanca de base. No caso
diagonalizavel com autovalores reais iguais, o diagrama de fase, na verdade, nao terd nenhuma
alteracao. De fato, é possivel mostrar que o tinico sistema que se enquadra nesse caso é o
sistema ja na forma canonica. No caso nao-diagonalizavel, com autovalores reais iguais, o eixo
horizontal no diagrama de fase da forma canonica é levado no tinico autoespaco do sistema
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e todas as solugoes se aproximam da origem tangentes a esse autoespaco. Finalmente, no
caso complexo, a mudanca de variaveis pode levar a uma certa excentricidade nas solugoes,
pois a mudanca de variaveis pode levar circunferéncias em elipses.

Devemos ressaltar, no entanto, uma dificuldade extra na identificacdo do sentido de
rotacao das solugoes de sistemas com autovalores complexos e o sentido de convergéncia
para a origem dos sistemas nao-diagonalizaveis. Na forma candnica do caso complexo, vimos
que o sentido de rotacao era dado pelo sinal do termo (3, dado pela parte imaginéaria dos
autovalores complexos. Mas como os autovalores sao conjugados, da forma « =+ i3, o sinal
de 3 é apenas uma convencao, que costumamos tomar como positivo. O que vai determinar
o sentido de rotacao nao é apenas o sinal escolhido para (3, mas a mudanga de base para a
forma canodnica. Essa mudanga de base pode ou nao incluir uma reflexao, que alteraria o
sentido de rotagao.

Uma maneira de determinar o sentido correto é analisando a mudanca de base. Mas ha
uma forma mais facil de determinar o sentido da rotagao, que passa pelo sinal da expressao

Au - ut,

onde u = (z,y), ut = (—y, ) e - denota o produto escalar. O vetor ut é o vetor perpen-

dicular a u no sentido anti-horario. Lembre-se que o sistema de equacoes diferenciais pode
ser escrito em forma vetorial como

Assim,

1 1

Au-u-=u -u .

Se esse produto escalar for positivo, indica que a solugao esta avangando no sentido anti-
horario, se for negativo, no sentido horario. Além disso, se o produto for nulo, teremos
achado, na verdade, um autovetor. De fato, se Au-ut = 0, entdao Au é perpendicular a
u’, que por sua vez é perpendicular a u. Isso quer dizer que Au é multiplo de u, digamos
Au = A\u. Portanto, achamos um autovalor A, com autovetor u.

O mais importante disso é observar que Au-u' sé se anula se u for um autovetor, ou seja,
ele nao se anula em nenhuma outra direcao. No caso complexo, como nao hé autovalor real,
o produto escalar serd sempre positivo ou sempre negativo. Isso significa que basta calcular
o produto escalar para um vetor u. Isso estd feito abaixo em dois exemplos especificos. Da
mesma forma, o sentido das érbitas no caso nao-diagonalizavel também pode ser descoberto
através desse processo, como ilustrado em outro exemplo.

Exemplo 1: Considere o sistema linear autonomo

¥ =3z +v,
vy =+ 3y.

3 1
=)

A matriz associada é
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Os autovalores sao 2 e 4, com autoespagos correspondentes
Vo =A{(z,y); y=—a} ={(s,—s); s € R},
Vi={(z,y); y =2} = {(s,5); s € R}.

Este sistema corresponde a forma canonica associada a matriz diagonal

2 0
B= {O 4} '
A matriz mudanga de base é formada por uma base de autovetores, por exemplo,
1 1
P {_1 J |

Com essa matriz, temos P"'AP = B. A matriz mudanca de base leva os eixos da forma
candnica nos autoespagos. Os autoespagos sao invariantes pela equagao original (isto é, se
em algum instante ¢t = ¢y a solugao pertence a um autoespaco, entao a solugao pertence ao
autoespaco em todos os instantes ¢ € R). O autoespago Vj corresponde ao autovalor com
maior valor absoluto, logo as solugoes fora dos autoespacos se afastam da origem tangentes
ao autoespago “mais lento” V5. Assim, o diagrama de fase toma a forma da figura 3.1.

2

N
//\\\f

/ va

FiGUurA 3.1. Diagrama de fase do sistema 2’ = 3z + vy, v = = + 3y, com
autovalores 2 e 4 e autoespacos y = —x e y = x, respectivamente.

y

Exemplo 2: Considere o sistema linear autonomo
' =br — 4y,
y = 4x — by.

5 —4
-3 3]
Os autovalores sao 3 e —3, com autoespagos correspondentes

Vs ={(z,y); y=2/2} ={(2s,5); s € R},
Vos={(z,y); y =2z} ={(s,25); s € R}.

A matriz associada é
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Este sistema corresponde a uma forma canonica associada a matriz diagonal

3 0
B = ,
0 -3
O autoespaco V3 corresponde ao autovalor positivo, de maneira que as solugoes nesse au-
toespaco se afastam da origem. O autoespaco V_3 corresponde ao autovalor negativo, de
maneira que as solucoes nesse autoespago se aproximam da origem. Fora dos autoespacos,

temos solugoes que se assemelham a hipérbolas, como no caso canonico. Assim, o diagrama
de fase toma a forma da figura 3.2.

7

F1GURA 3.2. Diagrama de fase do sistema x’ = bz — 4y, y' = 4x — by, com
autovalores 3 e —3 e autoespagos y = /2 e y = 2z, respectivamente.

Exemplo 3: Considere agora

=z -2y,
Yy =z—uy.
A matriz associada é
1 =2
a=] T

Os autovalores sao imaginarios puros, A+ = +i. Nesse caso, nao ha autoespacos reais. Uma
forma canonica associada é dada pela matriz

B_ 0 -1

-t

A matriz mudanca de base pode ser obtida a partir dos autovetores complexos, mas nao
nos preocuparemos com isso. Basta termos em mente que o diagrama de fase serd uma
deformagao do diagrama da forma canonica. Como as solucoes na forma canonica sao cir-
cunferéncias, com a mudanga de variaveis, as circunferéncias podem ser levadas em elipses.
A informacao mais delicada é quanto ao sentido de rotacao ao longo dessas elipses. De fato,

a mudanca de base pode envolver reflexoes, de maneira que o sentido das érbitas na forma
original pode ser diferente do sentido na forma canonica. Isso é natural, pois ao escrevermos
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a forma canonica nao fizemos nenhuma convencao em relagao ao sinal da parte imaginaria.
Poderiamos muito bem ter considerado a forma canoénica como sendo dada pela matriz

~ 0 1

B= {_1 0} |
Essa forma canonica daria uma matriz mudanca de base diferente, compensando a mudanca
no sentido das orbitas. Mas como nao estamos calculando a matriz mudanca de bases,
devemos arrumar uma outra forma de descobrir o sentido das orbitas. Isso pode ser feito
através do campo de vetores tangentes.

Vamos recordar a idéia do campo de vetores tangentes. Cada solucao {z(t),y(t)}ser
descreve uma curva no plano xy que estda naturalmente parametrizada por t € R. O vetor
tangente a essa curva em cada ponto é dado pelas derivadas de cada coordenada, ou seja,
(2'(t),y'(t)). Esse vetor tangente esta relacionado com as coordenadas x(t) e y(t) através
da equacao diferencial, que nesse caso nos da ' = z — 2y e vy = v — y. Assim, em cada
ponto (x,y), passa uma curva-solugao cujo vetor tangente é (x —2y,x —y). Esse conjunto de
vetores tangentes, como fun¢ao da posicao, é o campo de vetores do sistema. Tragando esse
campo de vetores, podemos identificar o sentido das érbitas. Na verdade, basta tracarmos
um desses vetores para descobrirmos o sentido. Por exemplo, no ponto (z,y) = (1,0), o
vetor tangente é (z’,y’) = (1,1). Como esse vetor tangente aponta para cima do eixo z,
temos que a curva-solugdo que passa por esse ponto gira no sentido anti-horario (veja figura
3.3(a)). Observe ainda que a inclina¢do do vetor tangente nos dd uma dica da forma da
elipse, mas nao vamos nos preocupar em ser muito precisos com isso, agora (veja exercicio
3.7). Baseado nisso, podemos fazer o esbogo do diagrama de fase como na figura 3.3(b).

(a) Y (b) Yy

v=(1,1)

)
P ;

Ficura 3.3. As figuras se referem ao sistema =’ = = — 2y, vy = v —y. A
figura (a) mostra a dérbita que passa pelo ponto p = (1,0), e o vetor tangente
v = (1,1). A figura (b) mostra um esbogo do diagrama de fase do sistema.

Exemplo 4: Considere o sistema

' = 5z + 6y,
Yy =-3z—y.
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A matriz associada é

5 6
LR
Os autovalores sao complexos, 2 + 3z. Uma forma canonica associada é dada pela matriz
2 -3
-t ]

A parte real dos autovalores é positiva, de modo que as solucoes sao espirais se afastando da
origem. O sentido pode ser obtido através do campo de vetores, conforme feito no ultimo
exemplo. No ponto p = (1,0), o vetor tangente é v = (5, —3), que aponta para baixo do
eixo x, logo o sentido é horéario. Assim, podemos esbocar o diagrama de fase conforme feito
na figura 3.4.

FIGURA 3.4. Esboco do diagrama de fase do sistema 2’ = 5z + 6y, ' = -3z — v.

Exemplo 5: Como tltimo exemplo, vamos considerar

¥ = —bx + 4y,
Yy =-r—y.
A matriz associada é
-5 4
A= {_1 _J .
Nesse caso, ha um autovalor duplo A = —3 com um autoespaco associado de dimensao um,

de modo que a matriz associada nao é diagonalizavel. O autoespaco é
Vos ={(z,y); y = 2/2} ={(2s,5); s €R}.

Uma forma canonica desse sistema é dada pela matriz

-3 1
B= { 5 3} |
O autovalor é negativo, de modo que as solugoes convergem para a origem. Todas as solugoes

convergem para a origem tangenciando o autoespago V_3. Mas essa tangéncia pode se dar
de duas formas. De fato, observe que parte do autoespaco V_3 se encontra no primeiro



164 6. SISTEMAS BIDIMENSIONAIS LINEARES

quadrante, enquanto que a outra parte se encontra no terceiro quadrante. A primeira parte
se refere a y = x/2, com x,y > 0, e a segunda a y = x/2, com z,y < 0. Dessa forma,
as solugoes podem se aproximar da origem, tangentes a V_3, tanto pelo primeiro quadrante
quanto pelo terceiro. Mais precisamente, o autoespago divide o plano em dois semiplanos.
Em um deles, as solugoes se aproximam por um quadrante, enquanto que no outro, as
solugoes se aproximam pelo outro quadrante. Mais uma vez, podemos determinar a forma
correta através do campo de vetores tangentes. Por exemplo, no ponto p = (0,1), o vetor
tangente é v = (4, —1), que aponta para dentro do primeiro quadrante (tomando como base
do vetor o ponto p = (0,1)). Assim, as solugoes “acima” do autoespago, ou seja, em y > x/2,
se aproximam pelo primeiro quadrante, enquanto que as solugoes “abaixo” do autoespago, ou
seja, em y < x/2, se aproximam pelo terceiro quadrante. Isso também poderia ser deduzido
tomando outros pontos fora do autoespago, como, por exemplo, p = (0,—1), para o qual
v = (—4,1), ou p = (1,0), para o qual v = (=5, —1), e assim por diante. Assim, podemos
esbocar o diagrama de fase conforme feito na figura 3.5.

—
4 v
/

FIGURA 3.5. Esboco do diagrama de fase do sistema 2’ = =5z + 4y, yy/ = —x — v.

Para completar, observamos que nos caso nao-diagonalizével com autovalor real, Au-u*

nao muda de sinal. Ele se anula na direcao do autovetor, mas é sempre nao-negativo ou
sempre nao-positivo.

3.1. Classificagao dos sistemas lineares autonomos. Em um sistema linear auto-
nomo homogéneo, a origem é sempre um ponto fixo, de forma que podemos classificar um
tal sistema de acordo com o comportamento das solugoes em relagao ao ponto fixo. Isso é
feito de forma similar a caracterizacao dos pontos fixos de sistemas unidimensionais.

Vamos dizer que o sistema é atrator ou que a origem é um ponto fixo atrator se os
autovalores forem reais negativos, distintos ou nao, ou se os autovalores forem complexos
com parte real negativa. Nesse caso, todas as solugoes convergem para a origem, justificando
a classificacao da origem como um ponto atrator.

Vamos dizer que o sistema é repulsor ou que a origem é um ponto fixo repulsor se os
autovalores forem reais positivos, distintos ou nao, ou se os autovalores forem complexos
com a parte real positiva. Nesse caso, todas as solugoes se afastam da origem, justificando a
classificacao da origem como um ponto repulsor.
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Vamos dizer que o sistema é de sela ou que a origem é um ponto fixo de sela se os
autovalores forem reais distintos, com sinais opostos. Nesse caso, as solucoes no autoespaco
associado ao autovalor negativo convergem para a origem, as solucoes no autoespago associ-
ado ao autovalor positivo se afastam da origem e as outras solugoes forma curvas similares
a hipérboles, dai a classificagao.

Vamos dizer que o sistema é um centro ou que a origem é um ponto fixo do tipo centro
se os autovalores forem imaginarios puros. Nesse caso, as Orbitas sao elipses em volta da
origem. As solugoes nem convergem nem divergem da origem.

Nos casos restantes, ou seja, quando algum autovalor é nulo, dizemos simplesmente que
o sistema é degenerado.

Os repulsores e atratores podem ainda ter classificagoes mais especificas. Por exemplo,
se o sistema for diagonalizavel com autovalores reais distintos ou iguais, chamamos a origem
de no, que pode, entao, ser um nd atrator, se os autovalores forem negativos, ou um né
repulsor, se os autovalores forem positivos. Se os autovalores forem iguais e o sistema nao
for diagonalizavel, temos um nd improprio, que pode ser atrator ou repulsor, dependendo do
sinal do autovalor. Agora, se os autovalores forem complexos com parte real nao-nula, entao
a origem ¢ chamada de foco, que pode ser um foco atrator, se a parte real for negativa, ou
um foco repulsor, se a parte real for positiva.

Casos tipicos dessas varias classificacoes sao ilustrados na figura 3.6. Exemplos de casos
degenerados aparecem na figura 2.4.

3.2. Diagrama de fase do sistema massa-mola amortecido. Conforme visto an-
teriormente, o sistema massa-mola amortecido é descrito pela equagao de segunda ordem
da? L dz
Introduzindo a velocidade como uma nova variavel, podemos rescrever essa equagao como
um sistema de equagoes de primeira ordem, ou seja,

o _
dt_y7

dy _ kK _ o
dt m my'

Este é um sistema linear, que pode ser analisado através dos autovalores da matriz associada

A= Y L
—k/m —a/m
Os autovalores sao as raizes do polinémio

« k
N4 —A+—.
m m
que coincide com as raizes do polinomio caracteristico da equacao de segunda ordem original.

Como na analise feita diretamente da equacao de segunda ordem, vemos que temos quatro
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NZa
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né atrator né atrato
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AN 7/

né repulsor né repulsor né impréprio repulsor foco repulsor
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sela centro

FicuraA 3.6. Classificagao de sistemas lineares.

situagoes distintas (incluindo o caso sem amortecimento). As situagoes sao analisadas abaixo
e os diagramas de fase correspondentes aparecem na figura 3.7.
Caso superamortecido (a? > 4mk): Nesse caso, temos dois autovalores reais distintos A.

Observe que 0 < a? — 4mk < o?, logo va? —4mk < a e ambas as rafzes sao negativas.
Nesse caso, a origem é um né atrator. Os autoespagcos associados sao

V)\+ = {($7y)> Yy = )\er},
Vio ={(z,y); y = A_z}.
Observe que ambos tem inclina¢ao negativa e as inclinagoes se aproximam de —«/2m, quando
a? se aproxima de 4mk.
Caso criticamente amortecido (a? = 4mk): Nesse caso, temos um autovalor duplo A =
—a/2m e a matriz nao ¢é diagonalizdvel, pois o autoespago é unidimensional, dado por

Vi ={(z,y); y = —ax/2m}.

Nesse caso, a origem é um né improprio atrator.
Caso subamortecido (0 < a? < 4mk): Nesse caso, os autovalores sio complexos com parte

real negativa, Ay = —a/2m £ i, onde § = v/4dmk — 2. A origem é um foco atrator. Como
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a Y b y

S5 s
\

\
\ix

[=%
<

F1auraA 3.7. Esboco do diagrama de fase do sistema massa-mola nos casos (a)
superamortecido (onde V), e V) _ s@o os autoespacos dos autovalores A\,m < 0),
(b) criticamente amortecido (onde V) é o autoespago unidimensional do tnico
autovalor A), (c¢) subamortecido, e (d) nao-amortecido.

no ponto p = (1,0) temos o vetor tangente v = (0, —k/m), vemos que as solugdes giram no
sentido horario.
Caso nao-amortecido (0 = a? < 4mk): No caso sem amortecimento, os autovalores sdo

imagindrios, dados por A = £+/k/m. As solugdes giram no sentido horario. A origem é
um centro.

3.3. Sistemas lineares autéonomos nao-homogéneos. Vamos considerar agora os
sistemas autonomos nao-homogeéneos, que sao da forma

L
— =ax e,
dt Y

d
d—?z:cx—irdy—i—h.

Vimos que sistemas autonomos sao tais que a origem ¢é sempre um ponto fixo e que a
dinamica interessante estd determinado pelo que acontece em torno da origem. No sistema
acima, porém, a origem nao é um ponto fixo, pois na origem (z,y) = 0, o campo de vetores
é tal que (2/,y') = (e,h) # (0,0). Mas é facil transformar esse sistema em um sistema
autonomo homogeéneo.



168 6. SISTEMAS BIDIMENSIONAIS LINEARES

De fato, observe primeiro que os pontos fixos sao dados pela solucao do sistema linear
axr + by = —e,
cx +dy = —h.

Vamos supor que essa solugao seja unica, dada por (z*,y*). Entao (z*,y*) é o ponto fixo do
sistema. Vamos agora fazer uma mudanca de variaveis, passando a origem para esse ponto
fixo. Isso ¢ feito através da translacao

{ X =x—2x"
Y=y—yvy".
A origem (X,Y) = (0,0) do eixo XY corresponde ao ponto (x,y) = (z*,y*) no eixo

xy. Agora, a cada solucao representada por (z(t),y(t)) no eixo xy, temos a representagao
(X(t),Y(t)) no eixo XY dada por

X(t) =a(t) =27, V() =y(t) —y"

Nessa relagao, valida para cada solucao, x* e y* sao constantes em relacao a variavel ¢.
Assim, ao derivarmos essas expressoes em relacao a t, temos

X'(t)=42'(t), Y'(t)=y(1).
Substituindo pelas expressoes nas equacoes para x’ e y', e omitindo a dependéncia em ¢ para
simplificar a notagao, temos
X' =2 =ax + by +e, Y' =y =cx+dy+ h.
Utilizando, agora, a translagao x = 2* + X e y = y* + Y, chegamos a
X'=aX +bY +az* +by* +e,
Y'=cX +dY + cx* + dy* + h.

Como z* e y* satisfazem

ar® + by* = —e,
cr® + dy* = —h.

obtemos, finalmente, o sistema
X' =aX +0Y,

Y'=cX +4dY.

que é um sistema linear autonomo homogéneo.
Como exemplo, considere o sistema

¥ =x—2y+3,
y=r—y+1

O ponto fixo é dado por
T — 2y = =3,
r—y=—1.
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Y

7

Ficura 3.8. Orbitas do sistema 2/ = z — 2y, ¢ = z — y no plano transladado
XY, dado por X =z — 1, Y =y — 2, e no plano original xy.

cuja solugao é (z*,y*) = (1,2). Considerando a translagao
X=x—-1, Y =y—2,
o sistema se escreve, no eixo XY, na forma linear autonoma homogénea
X' =X -2Y,
Y=X-Y.
Esse sistema foi estudado acima e tem autovalores +i, sendo um sistema do tipo centro,
com rotacao no sentido anti-horario. As érbitas desse sistema, tanto no eixo XY como no

eixo zy estao ilustradas na figura 3.8. Observe o papel da translacao, apenas deslocando o
diagrama de fase para fora da origem.

Exercicios

3.1. Esboce o diagrama de fase dos seguintes sistemas lineares autonomos.

(a) {x/:4x—4y, (b) {x/:x+y, © {x = —2x —y,

y' = —x+4y, y'=—x+3y, y' =2z,

¥ =y, x' = —4x — 5y, ' = —2x — 3y,
(d) r (e) !’ (f) I __

y = —x — 2y, y = 10z + 6y, Yy = —x,

¥ = —2x + 2y, ¥ = —4r — vy, |2 =-bx+y,
(&) § (h) § 9 ,_

y = —4dx + 2y, Yy = —2x — oy, y =2x —4y.

3.2. Classifique os sistemas do exercicio anterior, indicando se eles sao atratores, repul-
sores, de sela ou centro. E classifique os atratores e repulsores indicando se eles sao
nos, nés improprios, ou focos.
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3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

6. SISTEMAS BIDIMENSIONAIS LINEARES

Considere o sistema linear

7' =3z + (3a — )y,

y' = oy,
onde o é um parametro real. Esboce o diagrama de fase do sistema nos casos em
que i) @ <0,il) a=0,iil) 0 <a<3,iv) a=3,ev) a > 3.
Considere o sistema linear

v =+ (a—1)%,
y' = ay,
onde o é um parametro real.
(a) Determine os valores de « para os quais o sistema é hiperbdlico i) atrator, ii)
repulsor, iii) de sela.
(b) Esboce o diagrama de fase do sistema em cada um desses casos hiperbdlicos.
Mostre que uma matriz da forma
Ap
A= {0 A} .
tem A como o unico autovalor e cujo autoespaco associado é unidimensional sempre
que 8 # 0. O autoespaco depende de 37 Agora supondo A < 0, esboce o diagrama
de fase do sistema linear
= Az + By,

y =My,

nos casos em que >0 e 3 < 0 e observe como o diagrama varia com [3.

As coordenadas cartesianas (x(t),y(t)) da trajetéria de uma particula de carga
elétrica ¢ # 0 e massa m > 0 em movimento nao-relativistico em um campo
magnético uniforme perpendicular ao movimento da particula é dado pelo sistema

ma"” — gBy' =0,
my” + qBx’ =0,

onde B # 0 ¢ a intensidade do campo magnético. Mostre que as solucoes do sistema
sao periodicas, ache o periodo delas e determine se o periodo depende das condigoes
iniciais ou nao e, caso positivo, como é essa dependéncia.

Seja A uma matriz com autovalores imaginarios puros. Nesse caso, sabemos que as
orbitas formam elipses. Vimos como achar o sentido de rotacao das érbitas através
do vetor Au, onde u = (z,y). Mais precisamente, o sentido de rotacao é dado pelo
sinal de SAu-ut, onde ut = (—y, x). E quanto & forma das elipses? Como podemos
achar os eixos principais das elipses? Isso pode ser feito também a partir dos vetores
Au. De fato, observe que os eixos principais dessas elipses coincidem com os pontos
onde os vetores Au sao perpendiculares a u. Assim, basta analisarmos as solugoes
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da equacao Au-u = 0. As solugoes serao duas retas perpendiculares, indicando os

eixos principais.
1 -2
=2

(a) No exemplo
resolva a equacao quadratica
Au-u=2% -2y —1y?* =0,

e mostre que os eixos principais tém inclinacdes (14 v/5)/2 e (1 —/5)/2.
(b) Considere, agora, o sistema

¥ = —2x + 2y,
Y = —dr + 2y,

com autovalores imaginarios puros. Ache os eixos principais das érbitas desse
sistema.

3.8. Faga um esboc¢o do diagrama de fase do sistema linear

¥ = —x+ 10y — 8,
y' = —4x — 5y + 13.

3.9. Tem sido observado que as populacoes dos torcedores do flamengo e do fluminense

3.10.

no Brasil todo satisfazem um sistema do tipo predador-presa linear dado por

{a:’ =y — 2,57,

y = —7mx + 25,

onde z é a populacao de torcedores do flamengo e y, a do fluminense. As populagoes
estao medidas em milhoes de individuos e a unidade de tempo é de um ano. Mostre
que as solugoes sao periddicas, descubra o periodo das solucoes e encontre o valor
médio de torcedores dos dois clubes. Responda, ainda, qual das torcidas se comporta
como predador e qual se comporta como presa e vocé entenderd porque uma das
torcidas é chamada de pé-de-arroz.

Um cientista louco conseguiu materializar os astros do desenho animado Tom e Jerry
e comegou a clona-los a uma razao de e clones de Tom por minuto e h clones de
Jerry por minuto. E é claro que os clones de um personagem fazem de tudo para
aniquilar os clones do outro. Assim, a quantidade = de clones de Tom e a quantidade
y de clones de Jerry satisfazem aproximadamente uma equacao da forma

¥ =—by +e,
y = —cx + h,
onde b e ¢ sao positivos.

(a) Iguale o lado direito de cada equagao acima para achar um ponto de equilibrio
(z*,y*) do sistema, ou seja, as populagoes de equilibrio.
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(b) Faga X =z —2* e Y =y — y* e obtenha o sistema linear
X' = -bY,
Y' = —¢cX,
que rege a variacao das populacoes em relacao a populacao de equilibrio.

(c) Classifique esse tipo de sistema, esboce o diagrama de fase nas varidveis originais
x > 0 ey >0 e interprete o resultado em termos das populacoes de clones.

3.11. Em um certo meio-ambiente em equilibrio, as populagoes de raposas e coelhos per-

manecem constantes em valores dados respectivamente por x* e y*. Pequenas va-

riagoes da situacao de equilibrio podem ser representadas pelas variaveis X = x —x*

eY =y —y* onde x e y sao as populacoes de raposas e coelhos, respectivamente.
(a) Suponha que essas pequenas variagoes satisfacam o sistema de equagoes lineares

X' =Y,
Y' = —cX,

onde b e ¢ sao positivos e os sinais indicam que as raposas sao os predadores e
os coelhos, as presas. Classifique esse sistema, esboce o diagrama de fase nas
variaveis originais x e y e interprete o resultado em termos das populagoes de
raposas e coelhos.
(b) Suponha, agora, que as pequenas variagoes da situacao de equilibrio satisfacam

o sistema

X' = —aX + 1Y,

Y'=—cX —dY,

onde os novos termos, com a,d > 0, indicam que o meio ambiente tende a nao
suportar crescimentos além do ponto de equilibrio de cada espécie. Classifique
esse sistema, trace o seu diagrama de fase nas varidveis x e y e interprete o
resultado em termos das populagoes de raposas e coelhos.

3.12. Em um modelo simples de ajuste de precos de uma mercadoria, temos que a variacao

p' do preco p em relacdo ao tempo é proporcional a diferenca entre a quantidade
disponivel ¢ de mercadoria e uma quantidade de referéncia ¢*, de modo que

P =—alg—q"),
onde o > 0. O sinal de menos indica que o preco deve cair caso haja excesso de
estoque e aumentar caso contrario. Por outro lado, a quantidade de mercadoria ¢
pode ser controlada de acordo com a valorizacao da mercadoria, ou seja, propor-
cionalmente a diferenca do preco p da mercadoria e um preco de referéncia p*, de
modo que

¢ =pBp-p),

onde B > 0 Conforme feito nos exercicios anteriores, escreva uma equacao linear
homogéna para as diferencas de preco P = p — p* e estoque (Q = ¢ — ¢* em relacao
aos valores de equilibrio e analise o sistema obtido.
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3.13. Implemente o programa Scilab abaixo usado para tracar numericamente o diagrama
de fase esbocado na figura 3.5.

// Traga o campo de vetores e 6rbitas de um
// sistema linear u’=Au

deff ("[ff]=f(t,w)", ["ff=A*u"]);
A=[-5, 4;-1,-1];

xmin=-1; xmax=1; dx=0.2;
ymin=-1; ymax=1; dy=0.2;
x=[xmin:dx:xmax] ;
y=[ymin:dy:ymax] ;

xset("thickness",1);
fchamp(f,0,x,y);

xset ("thickness",3);
t0=0; tfinal=2;dt=0.1;
t=[t0:dt:tfinall;
u01=[1;-0.5];
ul=ode(u01,0,t,f);
u02=[-1;0.5];

u2=ode (u02,0,t,f);
u03=[1;0.5];

u3=ode (u03,0,t,f) ;
u04=[-1;-0.5];

ud=ode (u04,0,t,f);
u05=[1;-1];

ub=ode (u05,0,t,f);
u06=[-1;1];

ub=ode (u06,0,t,f) ;
plot2d(ul(1,:),ul(2,:
plot2d(u2(1,:),u2(2,: "000") ;
plot2d(u3(1,:),u3(2,:),1,"000");

) 1, "000") ;
), 1,
), 1,
plot2d(u4d(1,:),ud(2,:),1,"000");
), 1,
), 1,

>

>

plot2d(u5(1,:),ub(2,: "000") ;
plot2d(u6(1,:),u6(2,: "000") ;
xset ("thickness",1);
3.14. Modifique o programa Scilab 3.13 para tragar o campo de vetores e algumas orbitas
de cada um dos sistemas no exercicio 3.1.

3

3
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4. *Exponencial de matrizes e solugoes de sistemas auténomos

Como vimos, podemos escrever sistemas da forma

dx
gl + by,
% = cx + dy,
na forma vetorial
d_u = Au
dt ’

onde

() af

Como mencionamos anteriormente, somos tentados a fazer uma analogia com o caso escalar
dz/dt = az, cuja solugao geral é x(t) = C exp(at), e escrever, no caso vetorial,

u(t) = eC,

onde

é um vetor de “constantes de integracao”. Essa analogia pode de fato ser feita. Para isso,
ha vérias maneiras de se definir a exponential de uma matriz quadrada, como tA. Essa
exponencial exp(tA) também é uma matriz quadrada.

No caso escalar, temos a expansao em séries de poténcias:

n
e’ = E iy
n!
n=0
Como sabemos calcular poténcias de matrizes quadradas, podemos definir a exponencial de
uma matriz quadrada B como sendo a matriz quadrada dada pela série
0 n
B o B
e” = —.
n!

n=0

E possivel mostrar que essa série converge absolutamente. Além disso, com essa definigao,
podemos derivar termo a termo e verificar que u(t) = exp(tA)C é, de fato, solugao da
equacao diferencial vetorial:

du  d 4, d [=t"A") [t lAn
at — at© C_dt<Z n!>0—<z n! C

o0 tn—lAn o0 tn_lA”_l A
_ (Zm> C:A(Zm> C = Ae''C = Au.

n=1
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Da mesma forma como ha outras expressoes para a exponencial de um nidmero real, ha
outras maneiras de se definir a exponencial de uma matriz.
Sistemas lineares diagonalizaveis com autovalores reais: No caso de uma matriz diagonal

b0
B‘{o bg]’
)
n __ 1
B _{o 63}7

B & T =% 0 1 [ o
SR IE B ok 1 Y B et E

n=0 n!

temos

logo

Nesse caso, as solugoes podem ser escritas como

[ ta at
tA e 0 Cie
u(t) =€ C = 0 etd:| C = (CQth) .

Sistemas lineares nao-diagonalizaveis com autovalores reais iguais: No caso de uma ma-
triz nao-diagonalizavel da forma

_|b B
5=y 3
temos
n b nﬁb”*1
w=[5 ")
Assim,

B &1y nab” e, on/nl S200 nsbn=t/n!
X ale T

et peb
|0 e

n=0 n=0

4]

Aplicando essa férmula a um sistema da forma

co1m

obtemos a solugao

= (20) = rc - [} on (G500,
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Sistemas lineares com autovalores complexos: No caso de uma matriz com autovalores
complexos conjugados, caimos em séries envolvendo as séries de senos e cossenos. Deixamos
esse caso para o leitor.

4.1. Sistemas lineares - solugoes explicitas no caso geral. Vimos, acima, os casos
canonicos. O caso geral pode ser resolvido com conceitos de Algebra Linear, achando os
autovalores e autovetores da matriz A e mudando a base através de uma matriz P inversivel
tal que B = P~ AP esteja em uma das formas canonicas acima. Dessa forma,

oA tPBPT io: (tPBP_l)n'

~ n!
Como
(tPBP’l)” = (tPBP’l)(tPBP’l) e (tPBP’l) =t"PB"P~ L.
Temos
=P i PBT) pi = pesp
- n! ’

Assim, conhecendo a exponencial da matriz cononica tB e as matrizes de mudanca de base
P e P~ podemos achar a solucao geral

u(t) = C = PP PIC.

Mas esse é um calculo bem laborioso. Ha uma forma mais simples. De fato, digamos que a
matriz canonica seja da forma
A0
B- {0 ;J .

At
tB e 0
Assim, as coordenadas da solugao
u(t) = C = PP PIC.

serao combinagoes lineares das fungoes exp(At) e exp(ut). Chegamos a

0= () = (5o )

Mas nem toda funcao dessa forma é solucao. Jogando essa expressao na equacao, obtemos
relagoes entre os coeficientes «, (3, v e § que nos dao a solucao geral. A solucao geral é
uma familia de solugoes parametrizada por dois parametros, no caso de sistemas de duas
equacoes.

Como exemplo, vamos considerar o sistema

Entao

¥ =3z +v,
vy =+ 3y.
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Os autovalores sao 2 e 4. Assim, procuramos solucoes da forma

(z(t)\ [« + pett
u(t) = (y(t)) = (762t+564t .
Jogando essa expressao no sistema e juntando os coeficientes de cada funcao exponencial,
obtemos as relagoes

v =—aq, 0= 0.
Assim, a solucao geral do sistema acima é

) = (1)) = (e o) =ae (1) e ()

Os vetores a direita sao autovalores linearmente independentes da matriz associada as sis-
tema.

5. *Sistemas lineares nao-homogéneos nao-autéonomos

5.1. Férmula de variagao de parametros. Vamos considerar sistemas bidimensio-
nais lineares nao-homogéneos nao-autonomos com coeficientes constantes, i.e. da forma

d
& ax + by + f(t),

dt

dy

— =cx+dy+g(t),

& y+9g(t)
Tais sistemas podem ser escritos em forma vetorial:

du

— = Au+ F(1),

i (t)

onde

x a b f (t))
u= , A= , F(t) = .
<y) L d} " (9<t>
Podemos, também nesse caso, fazer uma analogia com o caso escalar. No caso de uma
equagao escalar dx/dt = ax + f(t), a solugao geral é dada via fator de integragao:
d w dz(t) —a —a
T (z(t)e™™) = ( Fr ax(t)) e = f(t)e ™

que pode ser resolvido explicitamente via integracao direta:

t
z(t)e ™ =C +/ e “f(s)ds.
0
Logo,
t
z(t) = Ce™ + eat/ e f(s) ds.
0
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No caso vetorial, temos, de maneira anéloga,

% (e"u(t)) = (e—tAdzgf) — Ae—“‘u(t)) =4 (dz_it) — Au(t)) = e “F(1).

que pode ser resolvido explicitamente via integragao direta:

t
e u(t) = C +/ e *AF(s) ds.
0
Logo, chegamos a solugao geral
t
u(t) = eC + etA/ e *4F(s) ds.
0

Esta é a chamada formula de variacao de parametros, pois ela pode ser vista como tendo
sido motivada pela solucao do problema homogeéneo
eC
quando se permite que o vetor C de constantes de integracao “varie” com o tempo, i.e.
C = C(t). Assim, procurando uma solucao da equagao nao-homogénea na forma
u(t) = e C(t),
chegamos a férmula acima.

5.2. Solugoes gerais e particulares. Da formula para a solucdo geral
t
u(t) = C + etA/ e *4F(s) ds,
0

vemos que o primeiro termo ¢é solucao da equacao homogénea associada. Observe que se
somarmos uma solucao qualquer da equacao homogénea a uma solug¢ao da equagao nao-
homogénea, obtemos uma outra solucao da equacao nao-homogeénea. Isso nos leva a uma sim-
plificacao do problema: basta acharmos uma solugao particular da equagao nao-homogénea
que a solucao geral serd obtida somando a ela a solucao geral da equacao homogénea asso-
ciada.

Em outras palavras, seja u, uma solugao particular da equacao nao-homogenea,

du,
dt
e seja u,, = exp(tA)C a solugao geral da equagdo homogénea associada,

= Au, + F(?),

ke LI
dt Un

Entao
u=uy+up

é a solucao geral da equagao nao-homogénea:
du d duy, du,

iy = n Auy, + Au, + F(t) = A(up +up) + F(t) = Au+ F(2).



CAPITULO 7

Sistemas Bidimensionais Nao-Lineares

1. Introdugao

Nesse capitulo, estudaremos equacoes nao-lineares bidimensionais autonomas, ou seja,

da forma
dx

E = f(x7y)7
d
d_:g = g(l’,y)

A dinamica de equacoes nao-lineares em duas dimensoes é, em geral, bem mais rica que
em dimensao um. E bem mais complicada, também. Como em dimensao um, sistemas nao-
lineares bidimensionais podem possuir diversos pontos fixos, como ilustrado na figura 1.1.

-~
B
= $ A 'Oe\ .
F1GURA 1.1. Esboco das érbitas de um sistema nao-linear, com pontos fixos
A B,CeD

Porém, o comportamento das orbitas entre os pontos fixos é mais complicado. Em
dimensao um, o comportamente entre os pontos fixos pode ser determinado pelo compor-
tamento proximo a cada ponto fixo. Entre dois pontos fixos, sé pode existir uma Orbita
conectando os dois pontos fixos e o sentido dessa érbita pode ser deduzido a partir do com-
portamento proximo aos pontos fixos. Em dimensao maior, porém, vérias situagoes podem
ocorrer, como ilustra a figura 1.2. Observe que na figura 1.2(b), hd uma conexao entre os dois
pontos fixos, ou seja, uma Orbita que “nasce” no ponto fixo a esquerda (limite de (z(t), y(¢))

179
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quando t — —o0) e “morre” no ponto fixo a direita (limite de (z(t), y(t)) quando t — +o0).

Nos outros diagramas, nao hé essa conexao.
o <

o o <

K

\\

Ficura 1.2. Trés diagramas de fase qualitativamente diferentes com dois
pontos fixos de sela.

O comportamento das orbitas entre os pontos fixos é chamado de “global”, em contra-
posicao ao comportamento “local”, préximo a pontos fixos. O comportamento local pode ser
aferido fazendo-se uma expansao em série de Taylor dos termos nao lineares da equacao em
torno do ponto fixo. O comportamente global, porém, é muito mais delicado. Comecaremos
com o estudo local. Em seguida, passaremos ao estudo global de alguns sistemas nao-lineares.
Mas primeiramente, algumas observacoes sobre a existéncia e a unicidade de solugoes.

1.1. Existéncia e unicidade de solugoes. Assim, como no caso de uma tnica equagao
de primeira ordem, devemos nos preocupar com a existéncia e a unicidade de solucoes de
sistemas de equagoes. Os dois casos sao semelhantes, com a regularidade dos termos f(x,y) e
g(x,y) sendo crucial. As condigoes sao andlogas: a continuidade dessas duas fungoes garante
a existéncia, enquanto que a diferenciabilidade, com derivadas parciais continuas por partes,
garante a unicidade de solugoes com uma dada condigao inicial.

Consideramos que essas questoes foram suficientemente discutidas no caso de uma tnica
equacao. Vamos dar preferéncia, de agora em diante, ao estudo do comportamento das
solugoes quando a existéncia e unicidade sao validas. Portanto, no que se segue, assumi-
mos que as fungdes f(x,y) e g(z,y) sdo continuamente diferencidveis em seus dominios de
definicdo. Assim, para cada condigao inicial (zg,yo) no interior do dominio de defini¢ao
dessas fungoes, existe um intervalo de tempo |t1, ts[, com t; < 0 < t3, e uma unica solucao
(x(t),y(t)), t €]t1, o] satisfazendo a equagao diferencial

dz
E - f(x)y>’
dy
E - g(x)y>’

nesse intervalo de tempo, e satisfazendo a condicao inicial

(x(0),5(0)) = (20, y0)-
A solucao (z(t),y(t)) define uma curva que passa pelo ponto (zg,yo) no plano. Em outras

palavras, por cada ponto do plano onde as fungées f(z,y) e g(z,y) estdo definidas, passa
uma tUnica solucao da equacao diferencial.
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Conforme discutido no caso de sistemas lineares, cada solugao, que é uma funcgao de ¢ nas
coordenadas (z(t),y(t)), estd associada a uma drbita, que é o conjunto de valores assumidos
por essa solucao. A solucao é uma funcao e a érbita é um conjunto de pontos. O conjunto de
todas as drbitas, com a indicacao do sentido de crescimento do parametro t de cada orbita,
forma o diagrama de fase do sistema, também chamado plano de fase, no caso bidimensional.

O nosso objetivo, neste e nos proximos capitulos, é encontrar o diagrama de fase de vérios
sistemas e entender o comportamento das diversas solugoes de cada sistema.

2. Pontos fixos e linearizagao

Parte do “quebra-cabeca” das érbitas que formam um plano de fase de um sistema nao-
linear depende dos pontos fixos e do comportamento das érbitas proximas a cada ponto fixo.
Vejamos como achar os pontos fixos e analisar o comportamento local.

2.1. Pontos fixos de sistemas nao-lineares. Analogamento ao caso unidimensional,
os pontos fixos de um sistema nao-linear da forma

dz
dy
it 9(z,y)

sao dados pelos zeros do lado direito do sistema, ou seja, pelas solugoes do sistema

{f(af,y)z(),

9(z,y) = 0.
Tomemos como exemplo o sistema de equagoes diferenciais
d
—=@B-2w-yp,
dy
— =9 —2-3y)y.
o = O—r=3y)y

Os pontos fixos sao dados pelo sistema algébrico

{(8—2:1:—3/)3::0
(9—z—3y)y=0.

Esse sistema pode ser desmembrado em quatro sistemas lineares
=0, =0, 8—2x—y =0, 8—2x—y =0,
{y:(); {9—x—3y=0; {y:O; {9—x—3y:O.
Temos quatro solugoes:

Plz(xlayl):(()?())a P2:($2ay2):(073)7
Py = (I3ay3) = (4’0)7 Py = ([E4,y4) - (3’2)
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Temos, portanto, quatro pontos fixos. Cada ponto fixo representa uma solucao constante, ou
estaciondria, (z(t),y(t)) = (z;,v:), i = 1,2,3,4, parat € R. Este sistema é um sistema parti-
cular ndo-linear de competicao entre espécies, ou seja, x(t) e y(t) representam as populagoes
de duas espécies que competem entre si em um meio-ambiente. O ponto fixo P; representa
a inexisténcia das duas espécies, pois as duas coordenadas sao nulas, ou seja z(t) = 0 e
y(t) = 0 para todo ¢t € R. Os pontos fixos P, e P; representam a existéncia de apenas uma
das espécies. O ponto fixo P, indica as duas espécies com populagdes constantes, z(t) =3 e
y(t) = 2 (em unidades apropriadas, digamos, milhares de individuos).

2.2. Linearizacao em torno de pontos fixos e pontos fixos hiperbdlicos. Da
mesma forma que graficos de fungoes podem ser estudados através das derivadas das fungoes,
o comportamento das orbitas proximas a pontos fixos pode ser estudado a partir das de-
rivadas dos termos nao-lineares calculados nos pontos fixos. Considere um ponto fixo
P* = (z*,y*) de um sistema

d
df [z, y),
(Cif; g(z,y).

Nesse caso, temos
{ f(‘r*ay*) = 07
g(z*,y*) = 0.

Fazendo a expansao em série de Taylor de f(z,y) e g(x,y) em torno de P* = (x*, y*), temos

flxoy) = f@"y") + fula™ y") (@ — 27) + f,(2", y") (v — y") + O(2),
9(z,y) = g(z",y") + gu(z", y") (@ — ) + g, (2", y")(y — y") + O(2),

onde O(2) representa termos de ordem quadrdtica, ou seja, proporcionais a (z — z*)? +
(y — y*)?. Para (z,y) ~ (z*,y*), ou seja, préximo do ponto fixo, esses termos quadréticos
sao muito menores que os termos lineares. Por isso, desprezamos os termos quadréticos e
€sCrevemos

f(z,y) = fola™, y") (@ —2%) + [y (2", y") (y — ¥7),
9(x,y) = ga(z™, y") (@ — %) + gy (=", y") (y — ¥7),
com a aproximagao sendo vélida para (x,y) =~ (z*,y*).
Agora, para analisarmos uma vizinhanga do ponto fixo, vamos mudar de coordenadas, in-
troduzindo apenas uma translacao, de modo a colocar a origem no ponto fixo. Consideramos,
entao, o novo sistema de coordenadas XY dado por

X =x—2x" Y =

y—y"
A origem (X,Y) = (0,0) representa o ponto fixo (z,y) = (x*, ) Cada solucao (z (t),y(t))
pode ser representada nas novas coordenadas por X (t) = z(¢ Y(t) = y(t) —y*. Como
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x*, y* nao dependem de t, temos

X'(t) =2'(t) = f(z,y) = ful@",y") (@ — 2") + f, (2", y")(y — ¥")
= fo(z", y") X + f,(z",y")Y

Y'(t) =y'(t) = g(z,y) = go(a",y")(x — 27) + gy (2", y")(y — ¥")
= 9o (2", y") X + g, (2", y")Y.

Assim, vemos que (X (t),Y(t)) satisfaz aproximadamente o sistema linear

(X’) _ {fas(x*,y*) fy(x*,y*)} (X)
Y') o ga(z"y7) gy y)| \Y )"
Dessa forma, podemos estudar a vizinhanca do ponto fixo P* através do sistema linear em
(X,Y).

Mas ha um ponto delicado. Ao desprezarmos os termos quadraticos assumimos que eles
sao muito menores que os termos lineares. Mas e se os termos lineares forem nulos? Isso seria

um problema, que inviabilizaria a nossa aproximacao. De fato, essa analise via linearizagao
sO ¢ justificada quando a matriz de linearizacao

fo@y) fy(2™,y7)

9:(x",y7)  gy(",y")
nao possui autovalores reais nulos nem autovalores complexos com parte real nula. Podemos
fazer uma analogia com o gréafico de fungoes. Digamos que em um ponto a derivada seja
positiva. Entao, independentemente do sinal das derivadas de ordem mais alta, a funcao
serda crescente. Por outro lado, se a derivada for nula, precisamos analisar as derivadas de
ordem mais alta para descobrirmos se o ponto é de minimo, maximo, ou de inflexao.

Yy Y mudanca de varidveis

ST

X X

Y

Ficura 2.1. Mudanca de varidveis nao-linear levando 6rbitas na vizinhanga
de um ponto fixo hiperbdlico para érbitas de um sistema linear do tipo sela.

Um ponto fixo P* = (z., y.) tal que matriz de lineariza¢ao nao possui autovalor real nulo
nem autovalor complexo com parte real nula é chamado de ponto fizo hiperbdlico. No caso
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de pontos fixos hiperbdlicos, é possivel mostrar que existe uma mudanca de variaveis nao-
linear que leva as dérbitas do sistema linearizado em uma vizinhanga da origem nas orbitas
do sistema nao-linear em uma vizinhanga do ponto fixo (Teorema de Hartman-Grobman).
A figura 2.1 ilustra essa propriedade na vizinhanca de um ponto fixo cuja linearizacao gera
um ponto de sela. Observe que os auto-espacos do problema linear, que geram drbitas na
forma de semi-retas, sao levados em orbitas “curvas”, em geral, devido a mudanca nao-linear
de coordenadas. E possivel mostrar, ainda, que essas érbitas provenientes dos auto-espacos
sao tangentes aos auto-espacos correspondentes.

A importancia da hipdtese do ponto fixo ser hiperbdlico pode ser vista através do sistema
unidimensional

= \v + pa®.

Observe que se A > 0, entao o ponto fixo na origem ¢é repulsor, independente do valor de
1. Se A < 0, o ponto fixo é atrator, independente do valor de pu. Agora, se A = 0, entao
¢é necessario analisar o sinal de p, que pode indicar um ponto fixo repulsor, se © > 0, ou
atrator, se u < 0. O termo A faz o papel do autovalor e esse exemplo ilustra a importancia
de se assumir que nenhum autovalor real seja nulo.

A hipotese de nenhum autovalor complexo ter parte real nula pode ser ilustrado por um
sistema similar, escrito em coordenadas polares como

dr_
dt—Oﬂ‘ /M",
do

s

O sistema correspondente em coordenadas cartesianas tem uma linearizacao com autovalores
a +i. Se a parte real a for diferente de zero, a estabilidade do ponto fixo estara definida
pelo sinal de «, independente do valor de . Por outro lado, se a parte real a for nula, o
sinal de p serd crucial para determinar a estabilidade do ponto fixo.

Esses exemplos também ilustram o fato de que no caso de pontos fixos nao-hiperbélicos,
a analise das derivadas de ordem mais alta é necessaria para o estudo das drbitas préximas
ao ponto fixo. Mas esse estudo é, também, muito mais delicado e nao sera explorado aqui.
Um outro detalhe é que, nesses exemplos, ainda é possivel encontrar um comportamento
qualitativamente equivalente ao de algum sistema linear. No entanto, a riqueza de compor-
tamentos qualitativamente diferentes na vizinhanca de pontos fixos nao-hiperbélicos é muito
maior do que a encontrada em sistemas lineares. A figura 2.2 ilustra apenas alguns exemplos
que nao possuem comportamentos equivalentes em sistemas lineares.

2.3. Classificagao dos pontos fixos hiperbdlicos. Como o comportamento das 6rbi-
tas proximas a um ponto fixos hiperbdlico é determinado essencialmente pelo sistema line-
arizado, podemos classificar os pontos fixos hiperbdlicos de acordo com a classificacao do
sistema linearizado. Como estamos considerando apenas pontos fixos hiperbélicos, as clas-
sificacoes possiveis sao entre pontos fixos atratores, repulsores e de sela. Além disso, dentre
os atratores e repulsores, podemos distinguir os nds e os focos, mas nao nos preocuparemos
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Ficura 2.2. Exemplos de diagramas de fase na vizinhanga de pontos fixos
nao-hiperbélicos.

em classificar os tipos de nds pois a nao-linearidade pode eliminar a diferenca entre eles. A
figura 2.3 ilustra esses diferentes tipos de pontos fixos hiperbdlicos.
Vejamos, agora, o exemplo

dx

d
d—i=(9—x—3y)y,

tratado acima. Encontramos quatro pontos fixos:

Pl:(xlvy1>:(0’0)7 PQZ(x27y2>:(O’3)7
P = (x3ay3) = (470)7 Py = (x4,y4) = (372)'

A matriz de derivadas é dada por

sen= [ sl =[5 0
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FicuraA 2.3. Classificagoes de pontos fixos hiperbdlicos de sistemas bidimen-
sionais nao-lineares autoénomos.

Calculando em cada um dos pontos fixos temos

A(0,0) = B 8} A(0,3) = [ °, _09} A(4,0) = {‘08 ‘54}, A(3,2) = {:g :2}

E imediato deduzir que A(0,0) tem autovalores positivos 8 e 9; que A(0,3) tem autovalores
reais de sinais contrarios 5 e —9; e que A(4,0) também tem autovalores reais de sinais
contrarios, —8 e 5. Portanto, P; é um né repulsor, enquanto que P, e P3 sao pontos fixos de
sela. Quanto a Py, os autovalores sao dados pelas raizes do polinomio caracteristico:

A4+ 12X\ +30 =0,
logo

A= = 6+V6<0,

—12 + /144 — 120
2

e ambos sao negativos. Logo, P, é um no atrator.

A caracterizacao destes quatro pontos fixos estd compativel com o diagrama de fase
ilustrado na figura 1.1, no inicio deste capitulo. Mas para completar o diagrama de fase, com
o comportamento das orbitas entre os pontos fixos, ainda precisamos de mais ferramentas,
que sé serao vistas no préximo capitulo.

Exercicios
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2.1. Ache os pontos fixos de cada um dos seguintes sistemas

<w{$:y_“+z <m{f:%

y =at =y y =z +a’,

2 =sin(z + y), ¥=x—y—é",
(C) I (d) I

y =9 y=v-y-—1,

¥ =—y+zx+ay, ¥ = -3y +uxy—4,
(e) P o2 i I'— 9% _ 2

y=r—-y—-vy, y=y —x.

2.2. Para cada um dos pontos fixos (z*,y*) dos sistemas

' = f(z,y),
y' =g(z,y),
da questao anterior, ache a matriz diferencial
Az, y*) = fa:(xzayz) fy(xiay:)]
(@9") {ga;(x YY) gy(Tt, YY)

e esboce o diagrama de fase do sistema linearizado U’ = AU, onde U = (X, Y), ou

seja,
() = [Fy b (),

2.3. No sistema

dx
&:(8—233—9)55,
d
d—i=(9—x—3y)y,

tratado no texto, ache os auto-espagos dos sistemas linearizados em cada um dos
pontos fixos A, B, C, D e compare-os com as orbitas esbocadas na figura 1.1. Essas
orbitas devem ser tangentes aos auto-espagos correspondentes.

2.4. Linearize o sistema

7 = ar — 2y,

y' =ay’ +(a -y,
em torno do ponto fixo (z*,y*) = (0,0) e determine para quais valores reais de «
esse ponto fixo é i) hiperbdlico atrator, ii) hiperbdlico repulsor, iii) hiperbélico de

2.5. Considere o sistema

sela e iv) nao-hiperbdlico.
=y’ -z,
y =a*—y.

Ache os pontos fixos do sistema, linearize em torno de cada ponto fixo e determine
se eles sao atratores, repulsores ou de sela.
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2.6. Linearize o sistema
/

T =—r+2y+uxy,

/

y = ay +a*y’,
em torno da origem e determine para quais valores de a a origem é um ponto fixo
atrator.
2.7. Considere o sistema nao-linear
7' = —2x + 1y — v,
y' =2z + 2%y + 2y’

Linearize o sistema em torno da origem e faga um esboco do diagrama de fase do
sistema linearizado em torno da origem.

3. Orbitas regulares

Gracas a unicidade das solugoes, véalida nos casos em que estamos interessados, érbitas
diferentes nao se cruzam. Em particular, érbitas que nao sejam pontos fixos nao podem
“atravessar” os pontos fixos. Com isso, para essas érbitas, o vetor tangente (z'(t),y’(t))
nunca se anula. Isso garante que elas nao formam “bicos”, sao curvas suaves. Essas dérbitas
sao chamadas de regulares. Assim, o diagrama de fase de um sistema é composto de pontos
fixos e de dérbitas regulares.

FicurA 3.1. Diagrama de fase ilustrando diversos tipos de orbitas regulares.

Orbitas regulares podem ser classificadas em vérios tipos. Tomemos o diagrama de fase
da figura 3.1 como ilustracao.
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Indicamos, na figura, todos os pontos fixos, através dos algarismos romanos de A a F, e
algumas Orbitas regulares, através das letras gregas de o a €. Dos pontos fixos, A é atrator,
B e C sao pontos de sela, D e E sao repulsores.

Quanto as orbitas regulares, o é uma orbita periodica, também chamada de drbita fechada
(nao tem inicio nem fim; nao tem “pontas”). Ela estd associada a uma solugao periddica.
Existe um periodo 7" em que a solucao se repete, ou seja (z(t+71"),y(t+71")) = (z(t), y(t)), para
todo t € R. Vimos vérias solucoes periédicas em sistema lineares com autovalores complexos.
Porém, nesses casos, ha sempre uma infinidade de drbitas periddicas. Em sistemas nao-
lineares, isso nem sempre acontece. As Orbitas periédicas podem aparecer isoladas, ou seja,
sem nenhuma outra érbita periddica suficientemente proxima a ela. Uma orbita periddica
isolada é também chamada de ciclo limite. A razao disso é que ela é o limite de outras orbitas
regulares. De fato, observe que, pela ilustracao, as érbitas no interior da érbita a convergem
para a orbita a. As érbitas na regiao cinza claro também convergem para a dérbita a. Ou
seja, a é o limite de érbitas proximas a ela. Nesse caso, dizemos, ainda, que a é um ciclo
limite atrator. Os ciclos limites podem ser classificados em atratores, repulsores e conectores.
Esses trés casos estao ilustrados na figura 3.2

D&

ciclo limite atrator ciclo limite repulsor
ciclo limite conector ciclo limite conector

Fi1GUrA 3.2. Tipos de ciclos limites, classificados segundo o comportamento
das érbitas préoximas a eles.

De volta a figura 3.1, observe, agora, a 6rbita #. Ela “nasce” e “morre” no ponto fixo C,
ou seja,

lim (a(t), y(1)) = C = lim (a(t), y(1)).

t——00 t—o0
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Uma 6rbita regular com esse comportamente, ou seja, que nasce e morre em um mesmo
ponto fixo, é chamada de orbita homoclinica. Observe que essa 6rbita homoclinica separa o
plano em duas regices. Em cada regiao, podemos ter comportamentos diferentes das érbitas.
Esse é um dos motivos da importancia de se identificar esse tipo de orbita.

A orbita v, por sua vez, é chamada de orbita heteroclinica, pois os limites no passado e
no futuro sao pontos fixos diferentes. No caso,

lim (z(t),y(t)) = C, lim (x(t),y(t)) = B.

t——00 t—oo

Além disso, v liga dois pontos fixos de sela, por isso, v é chamada, ainda, de ligacdo de
sela. A importancia dessa Orbita pode ser vista em conjunto com as Orbitas § e e. Essas
duas 6rbitas “morrem” em pontos fixos de sela. As 6rbitas que “morrem” em pontos fixos
de sela (assim como as que nascem; veja abaixo) daremos o nome de separatrizes de sela.
Uma ligagao de sela é, também, uma separatriz de sela. A razao dessa nomenclatura é que
elas separam o plano em regides de comportamentos futuros diferentes. Observe, na figura,
que essas trés separatrizes de sela, v, 0 e ¢, dividem o plano em uma regiao cinza claro
e outra cinza escuro. As regioes brancas sao subdivisoes determinadas por outras oérbitas,
nao nos preocuparemos com elas no momento. O que queremos ressaltar é a diferenca de
comportamento entre as regioes cinzas. Na regiao cinza claro, todas as orbitas convergem
para o ciclo limite .. Na regiao cinza escuro, todas as orbitas convergem para o ponto fixo
atrator A.

As érbitas que “nascem” em pontos fixos hiperbdlicos também sao especiais, pois dividem
o plano em regioces de diferentes comportamentos no passado. Essas orbitas também sao
chamadas de separatrizes de sela. Um ponto fixo de sela tem, portanto, quatro separatrizes,
duas no passado e duas no futuro, determinando regides com comportamentos assintoticos
possivelmente diferentes.

Uma mesma oOrbita pode ser classificada como separatriz de mais de um ponto fixo de
sela. Por exemplo, v é separatriz tanto de B como de C', enquanto que [ é separatriz de C,
tanto em relacao ao comportamento futuro quanto ao passado.

Em resumo, observe a importancia de identificarmos algumas orbitas que sao cruciais para
o comportamento global do sistema. A partir delas, fica mais facil entender o comportamento
das outras orbitas. Nao é necessario, tracar todas as orbitas de cada regiao. Apenas algumas
orbitas em cada regiao sao suficientes para descrever o diagrama de fase.

O exemplo acima ilustra os principais tipos de érbitas regulares que encontraremos nos
capitulos seguintes. A apresentacao feita aqui foi bastante informal e ligeira. Esses conceitos
nao sao tao ébvios e a idéia é que eles sejam mais bem compreendidos a medida em que
estudemos exemplos especificos. Essa secao deve ser encarada como uma mera introducao a
esses conceitos.

Exercicios
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Identifique as érbitas homoclinicas e heteroclinicas e as separatrizes de sela do di-
agrama de fase da figura 1.1 e as regioes de diferentes comportamentos que elas
delimitam..

Identifique as separatrizes de sela da figura 1.2 e as regioes de diferentes comporta-
mentos que elas delimitam.

Identifique e classifique (entre atratores, repulsores e conectores) os ciclos limites do
seguinte diagrama de fase:

=)






CAPIiTULO 8

Sistemas Conservativos e Aplicagoes

1. Sistemas conservativos e o modelo predador-presa de Lotka-Volterra

Uma classe importante de sistemas nao-lineares que permite uma andlise global mais
detalhada é a de sistemas conservativos, ou integraveis. Esses sistemas sao caracterizados
pela existéncia de uma funcao suave ¢(x,y) que estabelece implicitamente uma relac¢do entre
as coordenadas de todas as solugoes (z(t),y(t)) através de equagoes da forma

o(z,y) =C,

onde C' é uma constante real arbitraria. Esta “constante” C' é constante apenas em relacao
a t, pois ela pode variar com cada solugao (z(t),y(t)). Mais precisamente, dada uma solugao
(x(t),y(t)), existe uma constante C' tal que

olz(t),yt) =C, Vi

Uma conseqiiéncia da existéncia dessa funcao ¢(z,y) é que cada dérbita pertence a uma
determinada curva de nivel dessa fungao.

A funcao ¢ = ¢(x,y) pode ser obtida via integragdo de uma equagao de primeira ordem,
obtida apds eliminarmos a variavel ¢ do sistema. Como o sistema é autonomo, o lado direito
das equacoes do sistema nao depende explicitamente de t. Assim, podemos escrever

dy
dy @ _ 9(z,y)
de  dz  flay)
dt
Essa equagao faz sentido quando f(x,y) # 0 e passagem pode ser justificada através do
Teorema da Funcao Inversa. Mas nao vamos nos preocupar com isso, por enquanto. O fato
é que chegamos a uma equacao de primeira ordem

dy _ g(z,y)

dz  f(z,y)
Se pudermos resolver essa equacao, chegaremos, em geral, a uma solucao dada implicitamente
por uma relacao da forma

o(z,y) =C,

para alguma fungao ¢(z,y). Para garantir que as curvas de nivel dessa fungao sejam, de
fato, curvas “razoaveis”, é exigido que essa funcao seja suave.

193
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Assim, uma fun¢ao op(z,y) definida em um dominio de R? e tal que as coordenadas z e
y de cada solugao (z(t),y(t)) do sistema satisfaz a relagao

o(z,y) =C,

para alguma constante C' é chamada de integral do sistema, ou quantidade conservada pelo
sistema.

Se, além disso, essa fungao suave ¢ = p(z,y) estiver definida em um dominio simples-
mente conexo (“sem buracos”, como o plano todo, um semiplano, ou um quadrante, por
exemplo; veja a se¢ao 3 do capitulo 4), entao o sistema é chamado de sistema integrdvel ou
conservativo.

Na definigao de sistema conservativo, exigimos, ainda, que a integral ¢(x,y) nao seja
constante. Isso porque, independente da equacao, uma funcao constante satisfaz as hipéteses
para ser uma integral mas a “curva de nivel” é todo o dominio de defini¢ao da fungao, o que
nao nos da nenhuma informacao sobre a forma das orbitas.

Para ilustrar essas idéias, em particular a hipétese do dominio ser simplesmente conexo,
vamos considerar os seguintes sistemas lineares.

Exemplo 1: Considere

dx
dt
dy
dt
Dividindo uma equacao pela outra chegamos a equacao de primeira ordem

=Y

= X.

dy =
de ¢’
Esta é uma equacao separavel, cujas solugoes sao dadas por
y: a2
ydy = xdr — 5 =3 + constante.

Assim, vemos que uma integral para o sistema é a funcao

ZL‘2 y2
@(xay) = ? - §~

As curvas de nivel sao hipérboles. De fato, a analise da matriz associada ao sistema revela a
existéncia de autovalores reais com sinais contrarios, 1 e —1, gerando um ponto fixo de sela,
cujas oérbitas sao, de fato, hipérboles.

Exemplo 2: Considere, agora, o sistema

dz
dt
dy

—
at v
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Dividindo uma equacao pela outra chegamos agora a
dy 4z

dx _?'
Usando separacao de variaveis, temos
y?
ydy = —doedr — 5 = —22?% + constante.
Assim, vemos que uma integral para o sistema é a funcao

2
oz, y) = 2% + %

As curvas de nivel sao elipses. A analise via matriz associada do sistema indica um ponto
fixo do tipo centro, com autovalores imaginarios puros 4+2¢, cujas érbitas sao, de fato, elipses
(figura 1.1).

FIGURA 1.1. Curvas de nivel de p(x,y) = 22% + 3 /2.

Uma vantagem desse novo método é que agora fica mais ébvio enxergar o formato da
elipse (os seus eixos principais e a excentricidade, por exemplo).
Exemplo 3: Vamos ver, agora, o seguinte exemplo de sistema nao-conservativo:

de
dt

dy _
a7

Utilizamos esse exemplo apenas a titulo de ilustragao, pois esse sistema estd desacoplado e
é, de fato, a forma canonica de um sistema diagonalizdvel com autovalores reais iguais a —1.
As érbitas sao semiretas apontando para a origem.

Prosseguimos a analise dividindo uma equacgao pela outra, o que nos da

dy _y

de o
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Separando as variaveis, temos

1 1
—dy = —dz = In|y| = In|z| + constante.
Yy T

Assim, achamos uma integral do sistema, dada por

e(z,y) =Inly| —In|z|.
Um problema com essa funcao é que ela nao estd definida em nenhum dos eixos z e y.
Portanto, nao podemos deduzir que o sistema é conservativo no plano. O maximo que

podemos afirmar é que ele é conservativo em cada quadrante, separadamente.
A situacao pode ser melhorada aplicando a exponencial na relacao

In |y| = In |z| 4 constante,

0 que nos da
lyl = Clal.
Isso nos leva a duas novas integrais:

X

pley) =2 e ey =

No entanto, cada uma delas nao estd definida em um dos eixos. Dessa forma, podemos
garantir apenas que o sistema é conservativo em cada semiplano x > 0, x <0,y > 0ey <0,
separadamente.

V-

/N

F1GURA 1.2. Diagrama de fase do sistema nao-conservativo z’ = —x,y = —y.

Poderiamos continuar buscando integrais no plano todo, mas podemos nos convencer da
impossibilidade do sistema ser conservativo em uma regiao contendo a origem observando as
orbitas do sistema. De fato, sabemos que cada orbita deve pertencer a uma curva de nivel e
sabemos que todas as érbitas tém a origem como limite (figura 1.2). Portanto, se existir uma
integral pg(z,y) definida em uma regidao que inclua a origem, teremos que todos os niveis
devem ser iguais ao nivel da origem e a funcao tera que ser constante. Mais precisamente,
considere duas drbitas quaisquer associadas a solugoes (x1(t),y1(t)) e (z2(t),y2(t)). Cada
uma delas pertence a uma curva de nivel, digamos

wo(z1(t), y1(t)) = C1, wo(wa(t), ya2(t)) = Cs,
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para dois niveis Cy e Cy. Mas como (z(t),y1(t)) — (0,0) quando ¢ — oo, assim como
(xo(t),y2(t)) — (0,0) quando t — oo, devemos ter, pela continuidade de ¢o(z,y) que
©0(0,0) = C4, por um lado, e ¢((0,0) = Cy, por outro. Logo, C; = C3 e os dois niveis
sao iguais. Como as érbitas foram tomadas arbitrariamente, temos que quaisquer dois niveis
coincidem. Ou seja, todos os niveis sdo iguais e a fun¢ao g (z, y) é constante. Sendo a funcao
constante, a informacgao dada por essa integral é absolutamente vazia. Dai a exigéncia da
integral estar definida em uma regiao “sem buracos”.

1.1. Interagao entre espécies e o modelo predador-presa de Lotka-Volterra.
Vejamos, agora, um modelo conservativo nao-linear. O modelo que estamos interessados é
um caso particular de dinamica populacional de duas espécies. Mais geralmente, a dinamica
populacional de duas espécies pode ser escrita da forma

d

5 = M@y
dy

4 _ N

I (z,y)y

As varidveis = e y indicam as populagoes de cada espécie e os termos M (z,y) e N(z,y)
sao as taxas de crescimento especifico de cada espécie. J& vimos este conceito de taxa de
crescimento especifico em dinamica de apenas uma espécie. A diferenca, agora, é que, devido
a interacao entre as duas espécies, essas taxas dependem, também, da populacao da outra
espécie. A natureza da interacao vai determinar a forma dessas fungoes. Por exemplo, se
M (z,y) for crescente em y, isso significa que a presenca da espécie y é benéfica para a espécie
x, como no caso de simbiose ou se y for uma presa para z. Se, por outro lado, M(x,y) for
decrescente em y, isso significa que a presenca da espécie y é maléfica para a espécie z, como
no caso de x ser uma presa para y.

O modelo que estamos interessados nessa secao é conhecido como o modelo predador-
presa de Lotka-Volterra. Ele tem a forma

dz
— =(AN—=b
P ( y)x

onde todos os parametros A, u, b, ¢ sao positivos. Os sinais determinam a natureza da in-
teracao. A idéia é que x representa a populacao de “presas” e y, a de “predadores”.
Vamos buscar uma integral para esse sistema. Dividindo as equagoes, obtemos

dy  (—p+ealy
de (A=by)z
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Pode nao estar claro de imediato, mas esta é uma equagao separavel. Podemos resolve-la da
seguinte forma:

A—by —p+cx

dr — <5—b)dy: <_—“+c)dx
x Y x

=  Aln|y| — by = —plIn|z| + cx + constante.

dy =

Podemos escrever o resultado na forma
cx — plnjz| 4+ by — Aln |y| = constante.

Temos, aqui, o mesmo problema do tltimo exemplo acima, ou seja, a funcao acima nao
estd definida nos eixos = e y. Esse problema pode ser parcialmente sanado aplicando a
exponencial em ambos os lados,

e eby
] [y

e invertendo numerador com denominador:

= constante,

@(x,y) = |z|"e |y| e = constante.

Achamos, portanto, uma integral do sistema, logo o sistema é conservativo no plano.
Mas na modelagem, s6 faz sentido considerarmos valores positivos para as populagoes.
Com isso, podemos considerar a funcao

o(x,y) =cr —plnz + by — Nny,
que é uma integral apenas no primeiro quadrante, x,y > 0. Essa funcao é da forma

p(z,y) = g(x) + h(y),
onde
g(x) =cr—plnz, h(y) = by — Any.
O grafico de funcoes da forma ¢(z,y) = g(z) + h(y) é relativamente bem mais simples de se
esbogar, bastando visualizar o grafico de cada uma das fungoes g(x) e h(y) e combiné-las de
maneira apropriada. No nosso caso, os gréficos de g(x) e h(y) sao parecidos, pois as fungoes
tém a mesma forma. Vamos analisar a func¢ao g(x). Temos

/ _ _H " :ﬂ
g(x)_c I’ g (I) 1_2‘

Portanto, a fungao tem apenas um ponto critico, em z* = u/c e este ponto fixo é um ponto
de minimo, pois a concavidade, dada por g”(z), é sempre positiva. O valor do minimo é dado
por g(z*) = g(u/c) = u(l —In(u/c)), que pode ser positivo ou negativo, dependendo dos
parametros. Além disso, lim, .o+ g(2) = 0o e lim, ., g(z) = oo. Juntando essas informagoes,
podemos fazer o esbogo do grafico de g(x) e h(y) conforme a figura 1.3.

Para juntar os graficos de g(x) e h(y) no esbogo da fungao bidimensional z = ¢(x,y) =
g(x) + h(y), observe que cada “corte” paralelo ao eixo z equivale a manter o valor de y
constante, o que nos dd o mesmo grafico de g(x) apenas transladado verticalmente pelo
valor de h(y). Da mesma forma, cada “corte” paralelo ao eixo y equivale a manter o valor
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2=9@) 2= h(y)
y—A/l/
x‘:u/c x ‘ Y

F1Gura 1.3. Esbogo dos gréficos de z = h(x) e z = g(y).

de x constante, o que nos dd o mesmo grafico de h(y) apenas transladado verticalmente pelo
valor de g(z). O grafico de ¢(z,y) possui um ponto de minimo global em (z*,y*), onde
¥ = pfcey* = Nb E as curvas de nivel sdo curvas fechadas em torno desse ponto de
minimo. O grafico de ¢(z,y) e as curvas de nivel estao ilustradas na figura 1.4. O ponto
critico (z*,y*) de p(z,y) é um ponto fixo do sistema.

(a) - (b)
)

) >

x

FIGURA 1.4. Esbogo do (a) grafico de z = p(z,y) e (b) das as drbitas do
sistema de Lotka-Volterra.

As curvas de nivel de ¢p(z,y) coincidem com as érbitas do sistema. O sentido (anti-
horario) das drbitas pode ser deduzido a partir do campo de vetores. De fato, se tomarmos
y=y*=Abex>ax*=pu/a, vemos que f(z,y) =0 e g(x,y) > 0, indicando que a direita
do ponto fixo (z*,y*), as érbitas crescem verticalmente. Na modelagem, isso representa um
ciclo, com uma oscilagao na populacao de cada espécie. Em um certo momento, temos uma
diminuicao na populagao de presas devido ao aumento de predadores, em seguida uma dimi-
nuicao na populacao de predadores devido a diminui¢ao na populacao de presas, depois um
aumento na populacao de presas devido a diminui¢ao no nimero de predadores e finalmente
um aumento no numero de predadores devido ao aumento na populacao de presas.

O esboco do diagrama de fase pode ser completado incluindo as érbitas em cada semi-eixo.
Para isso, observe que a origem (0, 0) também é um ponto fixo e que os eixos sdo invariantes,
correspondendo a presenca de apenas uma das espécies. No eixo x, o sistema se reduz a
2/ = Az, indicando um crescimento exponencial, com a presa livre para se procriar sem a
presenca do predador. No eixo y, o sistema se reduz a y’ = —puy, indicando um decrescimento
exponencial, com o predator destinado a extingao, sem a sua fonte alimentacao.

Exercicios
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1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

8. SISTEMAS CONSERVATIVOS E APLICACOES

Ache uma integral ¢ = p(z,y) para cada um dos sistemas a seguir e determine se
eles sao sistemas conservativos em todo o plano zy.

$/:y7 x/_ya
(a){ I 2 b { _ x
Yy ==, Y = —ye”,

g =y—y’ x' = —ycos,
c
(© y = 2(1 —5?), ' = cos®
{a: =4y,

y =2z + 42°.
Ache uma integral ¢ = p(z,y) definida para todo (z,y) € R? do sistema

{ﬂf’ = (2+y)r,

y'=-02+a)y.
No exercicio 3.11 do capitulo 6, chegamos ao sistema de equagoes lineares
X' =0bX,
{ Y' = —cY,

com b e ¢ positivos e onde X =z —2* e Y = y — y* representam as variacoes das
populagoes x e y de raposas e coelhos em relacao a populacoes de equilibrio z* e y*.
Ache uma integral para esse sistema e analise a influéncia dos parametros b e ¢ nas

solucoes.
[L’/ — y2
{ y =—(z—a)y.

Considere o sistema

(a) Ache todos os pontos fixos do sistema;

(b) Ache uma integral ¢ = ¢(x,y) do sistema, em todo o plano zy;

(c¢) Faca um esbogo do diagrama de fase do sistema;

(d) Determine os valores de « para os quais a solugao com z(0) = 1/2 e y(0) = 1/2
assume apenas valores positivos de z(t).

Em um certo modelo de epidemia em uma populagao, x representa a fracao de

individuos suscetiveis a infeccao, y, a fracao de individuos infectados e z, a fragao

de individuos imunes a infeccao. Nessa modelagem, os valores de interesse sao

0 <=x,y,z <1, pois essas quantidades sao fragoes da populagao total. Além disso,

r+y+2z =1, pois assumimos que a populacao total permanece constante. Suponha

que a evolucao de cada um desses grupos de individuos seja dada por

7 = —ayz,

/

Y = (ax —7)y,
7 =y,
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onde a > 0 é um fator de propagacao da infeccao e v > 0, é um fator de cura.
(a) Observe que as equagoes para x’ e y' nao envolvem z, o que nos dé um sistema
bidimensional envolvendo apenas as variaveis x e y;

(b) Ache os pontos fixos desse sistema bidimensional.

(¢) Ache uma integral para esse sistema bidimensional no quadrante z > 0, y > 0.

(d) Faga um esbogo do diagrama de fase no quadrante z > 0, y > 0.

(e) Assumindo condigbes iniciais z(0) = zg, y(0) = yo, mostre que i) se 0 < zy <
v/, entdo y(t) decresce para zero e ii) se xp > v/, entdo y(t) cresce até um
valor maximo Yy.x €, depois, decresce para zero.

(f) No caso em que xy > v/a, ache o valor maximo Ymay assumido por y(t), em
funcao de xg, yo, @ € 7.
1.6. Uma equacao linear com autovalores imaginarios puros deve ser da forma

' = ax + by,
Y = cx — ay,
com a? + be < 0, pois o traco da matriz associada deve ser nulo e o determinante,
positivo. Verifique isso. Mostre, entao, que a funcao
2 2

T
olx,y) = —Ccg + axy + b%

é uma integral para o sistema, cujas curvas de nivel sdo elipses (b e ¢ tém sinais
contrérios pela condi¢ao acima).
Ache a forma exata dessas elipses no exemplo

' =3z + by,
y' = =5z — 3y,

e trace o plano de fase correspondente.

2. Sistemas hamiltonianos e a equagao do péndulo nao-amortecido

2.1. Definigao e exemplos simples. Uma classe particular de sistemas conservativos
de grande importancia em mecanica é a de Sistemas hamiltonianos, que sao sistemas que
podem ser escritos na forma

dr  0H(z,y)
dt oy
dy  OH(w,y)
e o

para alguma fungao suave H(x,y). Essa funcdo H(x,y) é chamada de hamiltoniano do
sistema e é uma quantidade conservada, ou seja, uma integral do sistema. De fato, basta
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diferenciarmos ao longo de uma solugao (x(t),y(t)) para vermos que

gH(ﬂﬁ(ff), y(t) = He(x(t), y(t)'(t) + Hy((t), y(t))y'(t)

dt
= Hy((t), y(0) Hy(z(1), y (1)) — Hy(x(t), y(8)) Ho(2(1), y(t)) = 0.

Observe que os pontos criticos do hamiltoniano sao precisamente os pontos fixos do
sistema.
E facil obter uma condicao para que um sistema seja hamiltoniano. Dado um sistema

dx
E - f(x) y>7
dy
E g(l’,y),
ele é hamiltoniano se
~ OH(z,y) _ O0H(z,y)
flz,y) = o g(x,y) = .

para alguma funcao H(z,y). Nesse caso, necessariamente

Of(x.y) , Og(z.y) _ O*H(x,y) O°H(z.y) _
Ox oy  Oyor oxoy
caso as fungoes f(z,y) e g(x,y) sejam duas vezes continuamente diferencidveis. Essa é uma
condigao necesséria independende do dominio de defini¢ao das fungoes f(x,y) e g(x,y), desde
que elas sejam duas vezes continuamente diferenciaveis no dominio de definicao. Para que
essa condicao seja também suficiente, é necessario que o dominio seja simplesmente conexo,
ou seja, sem “buracos”, conforme discutido na secao de resolucao de equacgoes exatas de
primeira ordem. A idéia é exatamente a mesma. De fato, um sistema hamiltoniano pode ser
reduzido a uma equagao exata, visto que

dy
dy @ _ 9(=y)
de dz fz,y)
dt

logo
dy
—g9(x,y) + ,y)— = 0.
9z, y) + fla,y)
A condicao de Euler, nesse caso, é exatamente

_gy(xvy) = fw(x7y>7

que pode ser escrita como acima:

fo(z,y) + gy(z,y) = 0.
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A fungao H(z,y) aparece em aplicagoes tipicamente (mas nem sempre) associado a ener-
gia total do sistema, formado essencialmente pela energia cinética mais a energia potencial.
Nesse caso, podemos escrever

2
Hiz,y) = % +V (),
onde o primeiro termo indica essencialmente a energia cinética e o termo V(x), a energia
potencial. Com isso, temos o sistema
dx
ar Ys
dy

%= —V'(x).

Exemplo 1: Um exemplo especifico é o do corpo em queda livre. A energia potencial é
mgh, onde h é a altura do objeto de massa m e g, a aceleracao da gravidade. A energia
cinética ¢ mv?/2, onde v = I/ é a velocidade vertical do objeto. Dividindo a energia total

pela massa, temos a fungao
2

H(h,v) = % + gh.

Como
Hy(h,v) = g, H,(h,v) = v,
onde H, e H, denotam as derivadas parciais em relagao a h e v, o sistema hamiltoniano

associado toma a forma
dh
dt
dv
a7

Derivando a primeira equagao em relagao a t e utilizando a segunda equacao chegamos a

equacao na sua forma mais conhecida:

v,

d’h
awe -7
Exemplo 2: Vejamos, agora, o exemplo

dz

— =ax
dt
dy

— = —by.
a -

Esse sistema esta desacoplado e é um sistema linear ja na forma canonica. E um sistema
do tipo sela, com autovalores a e —b. Como visto acima, para que ele seja hamiltoniano, é
necessario que a seguinte condicao seja valida:
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Logo, ele s6 é hamiltoniano no caso em que a = b. Nesse caso, um hamiltoniano do sistema

dx
priatc
dy
i
pode ser obtido facilmente via integracao:
H(z,y) = axy.

As solugoes sao dadas implicitamente pela equacao
axry = constante .

cujas solugoes sao hipérboles, conforme visto quando do estudo de sistemas lineares. Observe
que o sistema original, com b # a, é conservativo, o que ilustra o fato de que nem todo
sistema conservativo é hamiltoniano. Isso estd associada a uma outra propriedade de sistemas
hamiltonianos, que é a preservacao de areas no espaco de fase.

A idéia da preservacao de areas é a seguinte. Se ao invés da evolucao a partir de uma
Unica condicao inicial imaginarmos a evolucao de um conjunto R, de condigoes iniciais,
entao esse conjunto ird evoluir para conjuntos R(t) contendo todas as posigoes (z(t),y(t))
de solugoes com (z(0),y(0)) em Ry. Segue do fato do divergente de um campo hamiltoniano
ser zero que o volume de R(t) serd constante, igual ao volume de R. Isso seria impossivel
na vizinhanca de um ponto fixo atrator ou repulsor ou na vizinhanca de um ponto de sela
com autovalores diferentes em modulo. Esse é um resultado importante, mas nao iremos
exploréd-lo nesse texto.

2.2. Equacgao do péndulo nao-amortecido. Vamos considerar, agora, a equacao de
um péndulo, conforme ilustrado na figura 2.1. Temos um objeto de massa m na ponta de uma
haste de comprimento [ e que é considerada de massa desprezivel. O movimento do péndulo
descreve um arco de uma circunferéncia de comprimento [. O peso gera uma forca horizontal
para baixo. Essa forca pode ser decomposta em uma componente tangencial ao movimento
e uma componente normal ao movimento. A componente normal estd em equilibrio com a
tensao gerada na haste.

A posicao do péndulo pode ser representada pelo angulo que a haste faz com o eixo
horizontal, conforme esquematizado na figura 2.2. Denotamos esse angulo por 6.

Sendo o peso dado por mg, a componente tangencial tem magnitude mgsin 6. Por outro
lado, o objeto descreve um arco x = (6 a partir do ponto de equilibrio, que ¢ a posigao vertical,
correspondente ao angulo # = 0. A velocidade e a aceleragao tangenciais sao respectivamente

=10 2’ =10"
Assim, pela segunda lei de Newton, temos a equagao
mlf" = —mgsin 6.

O sinal de menos no lado direito dessa equacgao indica que a forca tangencial é contraria ao
movimento.
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FiGuraA 2.2. Péndulo com um objeto de massa m na ponta, preso por uma
haste de comprimento [ e massa desprezivel. A peso da massa tem magnitude
mg e gera uma forga vertical F' com componente tangencial dada por F; =
mgsinf. A componente normal F;, é balanceada pela tensao T na haste.

Introduzindo a varidvel ¢ = 6’ para representar a velocidade angular, podemos escrever
a equacao de segunda ordem em 6 como um sistema em 6 e :

o _
dt
dy
dt

v,

= —kKsinb,
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onde £ = g/l. Dividindo uma equacao pela outra, temos
dv) K sin 6
o v
Usando separacao de variaveis, encontramos a equacao implicita

2
5 = Kk cos # + constante,

o que nos da o hamiltoniano
2

H(9,v) = % — Kcos .

Esta funcao estd bem definida para todo (6,v) em R?, logo o sistema é conservativo no plano
todo. O gréfico de H (6, 1) esté ilustrado na figura 2.3.

4

“:Q:‘ e )
0 () §§\\\\\\\ugl’

I Y A )

-10
-4.0

FIGURA 2.3. Gréfico de ¢ = H(0,¢) = ¢?/2 — 10 cosb.

As curvas de nivel de H(f,v) formam as érbitas do sistema. Em particular, os pontos
criticos do hamiltoniano sao os pontos fixos do sistema. Proximo a um ponto de minimo
local, as curvas de nivel formam curvas fechadas e, com isso, esses pontos fixos sao do tipo
centro. Este nao é um ponto fixo hiperbdlico, mas a existéncia do hamiltoniano nos permite
garantir que o ponto fixo é do tipo centro. Esses pontos fixos sdo da forma (2nm,0), com n
inteiro. Os outros pontos fixos sao pontos de sela, sao os pontos fixos cujas coordenadas sao
dadas pelos os pontos de maximo de — cos@ e os pontos de minimo de ¥?/2. Esses pontos
tém coordenadas ((2n+1)m,0). O diagrama de fase desse sistema estd ilustrado na figura 2.4.
O sentido das solucoes pode ser facilmente inferido da primeira equacao ' = v do sistema.
De fato, no semiplano superior ¢ > 0, temos 6’ > 0, o que significa um crescimento do angulo
f. Ja no semiplano inferior v < 0, temos #' = 1 < 0 e, portanto, um decrescimento de 6.
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FIGURA 2.4. Diagrama de fase do sistema associado a equacao do péndulo
sem amortecimento.

Devemos aproveitar para ressaltar que uma Oorbita nao é, necessariamente, toda uma
curva de nivel. Pode ser apenas parte dela. Por exemplo, os varios pontos fixos do tipo
centro pertencem a um mesmo nivel, mas cada ponto fixo é uma érbita. Os pontos fixos de
sela também pertencem a um mesmo nivel, que inclui ainda todas as orbitas que conectam
um ponto de sela a outro. Observe que essas Orbitas que conectam os pontos de sela nao
“atravessam” os pontos fixos de sela, por causa da unicidade das solucoes, vélida nos casos
em que os termos nao-lineares sao suaves. As solugOes convergem para esses pontos fixos
quando t — oo e t — —o0.

Curiosidades. A nocao de sistema conservativo vista na secao 1 nao esta diretamente
relacionada a de campo conservativo vista em conjunto com o Teorema de Stokes. Um campo
conservativo é um campo de vetores F : R" — R” tal que F é menos o gradiente de uma
outra funcao V : R" — R, isto é F(x) = —VV(x), x € R". A fungao escalar V' é chamada
de potencial do campo F. Em aplicagoes o campo F esta associado a um campo de forcas
agindo em uma ou mais particulas. O centro de massa dessas particulas é representado pela
variavel x e é regido pelo sistema de equacoes de segunda ordem

x" = F(x).

Observe que dessa forma F nao é exatamente um campo de for¢as, pois eliminamos as massas
das particulas, que deveriam estar no lado esquerdo da equacao, caso F representasse um
campo de forgas.

Com F(x) = —VV(x), nao é dificil mostrar que

H(x.y) = 5lylP + V()

¢ um hamiltoniano para o sistema
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onde ||y||? =y -y é a norma euclidiana em R".

Observe, agora, que, caso n = 1, entao o campo F é na verdade um funcao escalar
F = f:R — R, que é sempre conservativa, pois podemos tomar V como menos uma
primitiva qualquer de f. Dessa forma, temos o hamiltoniano

H(z,y) = %yQ + V(x)

do sistema
=y,
y' = f(z),
que esta associado a equagao de segunda ordem
" = f(x).

Para n > 1, nem todo campo é conservativo. Em particular, para n = 3, uma condigao
necessaria (e suficiente caso o dominio seja simplesmente conexo) é que o rotacional de F seja
identicamente zero. Deste modo, vemos que o conceito de campo conservativo esta associado
a generalizacao para n > 1 do conceito de sistemas hamiltonianos para sistemas da forma

X' =y,
y' = F(x).

Por outro lado, o conceito de sistemas conservativos visto na secao 1 visa a generalizagao
para sistemas da forma

I
—

(z,9),
g(,y).

.T/
/
)

Exercicios

2.1. Verifique quais dos sistemas do exercicio 1.1 sao hamiltonianos.
2.2. Vimos que um sistema bidimensional hamiltoniano tem a forma

¥ =Hy(z,y),
y/ = _Hx(x>y)7

para alguma integral H = H(z,y), onde H, e H, denotam as derivadas parciais de
H. Verifique que a matriz diferencial desse sistema é da forma

A— {a b }
c —a
para coeficientes apropriados a,b, ¢, dependentes de z e y, envolvendo derivadas

de segunda ordem de H(z,y). Em seguida, mostre que nenhum ponto fixo desse
sistema pode ser atrator ou repulsor, apenas sela, centro ou degenerado.

~
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Considere a equagao
mz" = g(x).

No caso em que g(x) = —k(z — x.), essa equacao modela o sistema massa-mola sob
a lei de Hooke, com a origem deslocada de tal forma que x denota o comprimento da
mola e x, é uma constante denotando o comprimento de equilibrio da mola. Certas
molas, porém, nao obedecem a essa lei. Em muitos casos, a forga de restauragao é
nao-linear. Um exemplo é dado por

g(x) = —k(x — ) + a(r — x.)*.

Quando «a < 0, a equacao é conhecida como equacao da mola dura e quando « > 0,
da mola macia. Faga um esbogo do diagrama de fase do sistema no caso da mola
dura.

Um exemplo classico em fisica é o de um péndulo em rotacao. Esse exemplo pode
aparecer de varias formas, como uma bolinha dentro de um tubo circular oco que
pode ser girado em torno de um eixo diagonal (figura 2.5(a)), ou a de um péndulo
duplo com hastes de suporte (figura 2.5(b)), como no regulador de Watt de uma
maquina a vapor.

(b)

F1GURA 2.5. Dois exemplos de péndulo em rotacao.

Sejam m a massa da bola, R o comprimento da haste que segura a bola, 6 o
angulo que descreve a posicao da bola em relacao ao eixo de rotacao, conforme
ilustrado na figura, e §2 a velocidade angular de rotagao. Desprezando atritos e
analisando as forgas que agem sobre a bola, segue, pela lei de Newton, que o angulo
0 satisfaz a equacao diferencial

0" = Q%sinfcosh — %sinﬁ.
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Mostre que o hamiltoniano desse sistema é

L o % 2 9
H(9,v) = 2¢ + 5 €O 0 RCOSQ,
onde 1) = #'. Faca um esboco do diagrama de fase do sistemas nos casos (i) Q?R < g;
(i) Q*R = g; e (iii) Q*R > g. Observe que nos casos (i) e (ii), temos apenas um
ponto fixo estavel, enquanto que no caso (iii), esse ponto fixo se torna instével e
dois novos pontos fixos estaveis aparecem. Esse é um exemplo de bifurcacao do tipo
tridente em sistemas de equagoes.

Esse principio é usado em maquinas a vapor. O aparelho é construido de
tal forma que a velocidade angular aumenta com a pressao e que, na posicao de
equilibrio # = 0, o aparelho mantém fechada uma valvula de escape para o vapor.
Quando a pressao passa do valor critico, o sistema passa para a nova posicao de
equilibrio, abrindo a valvula e liberando o vapor, diminuindo, assim, a pressao e
restaurando a pressao ideal desejada para o funcionamento da maquina.

Este modelo é também tomado como exemplo de que o hamiltoniano nao é,
necessariamente, a energia total do sistema (energia cinética mais potencial). Isso
se deve ao fato de que a rotagdo nao é proveniente de uma forga potencial (i.e. nao
é do tipo gradiente de outra fungao).

3. Equacao de Duffing e outros potenciais de sistemas hamiltonianos

3.1. Equacgao de Duffing. Uma equacao classica em equagoes diferenciais nao-lineares
¢é a equacao de Duffing na forma

2" = —ax’ + 1 — 2° + Bcos(wt).

onde «, f,w > 0 Essa equagao é, em um certo sentido, uma parametrizacao do comporta-
mento de uma barra metalica sendo atraida por dois imas opostos, em um aparato sendo
perturbado periodicamente no sentido horizontal, conforme ilustrado na figura 3.1. A mo-
delagem completa envolve uma equacgao a derivadas parciais nao-linear. No entanto, para
pequenas vibragoes, € possivel mostrar que o comportamento da barra é dado qualitativa-
mente pelo comportamento da equagao acima, onde a varidvel x é essencialmente (mas nao
exatamente), o deslocamento da ponta da barra de ferro em relagao a posicao de equilibrio.
Na equagao, o é um parametro de amortecimento, w é a freqiiéncia da perturbacao periédica,
e 3 é a amplitude dessa perturbacao. Essa equagao é um exemplo relativamente simples de
sistema cadtico. Mas observe que o sistema nao é autonomo, devido a presenca do termo
B cos(wt). Mesmo sem esse termo, o sistema nao é conservativo, devido ao amortecimento
—ax’.

Nessa secao, vamos estudar apenas o modelo sem amortecimento e sem perturbacao
temporal. Nesse caso, temos a equacao

2 =x— a2
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7 3

perturbacao
periédica
<=
Q

NS 9

F1GURA 3.1. Barra metdlica sendo atraida em direcoes opostas por dois imas,
em um aparelho sendo perturbado periddicamente no sentido transversal ao
da barra.

Essa equacao pode ser escrita na forma

r' =y,
y/ =T — :L,3’
com potencial
2 xt
V(r) = ——+—
(@) = -5+
e hamiltoniano 9 9 4
Yy x T
H =2 — — 4+ —.

O potencial V(z) = 2*/4 — 2%/2 tem dois pontos de minimo, z = +1, e um ponto de
méaximo local, z = 0. O gréafico desse pontencial estd ilustrado na figura 3.2(a). Na figura
3.2(b), ilustramos o grafico do hamiltoniano. Analisando as curvas de nivel do hamiltoniano,
chegamos ao diagrama de fase da figura 3.2(c). Observe que ha trés pontos fixos, em (—1,0),
(0,0) e (1,0). O ponto fixo (0,0) é um ponto de sela. Os pontos (—1,0) e (1,0) nao sao
hiperbdlicos, mas se comportam qualitativamente como centros; sao “centros nao-lineares”.

Observe que a curva de nivel zero engloba trés érbitas: o ponto fixo (0,0) e duas 6rbitas
saindo de (0,0) e voltando para (0,0), uma no semi-plano z > 0 e outra no semi-plano
xr < 0. Todas as outras érbitas sao periddicas, algumas no semi-plano z > 0, algumas no
semi-plano x < 0, e o restante atravessando os dois semi-planos. Nao esqueca que essas
orbitas correspondem a comportamentos particulares da barra, podendo a barra oscilar em
torno de um ou ambos os imas, ficar estacionada préxima a um dos imas ou exatamente
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FIGURA 3.2. Sobre a equagao z” = x — x3: (a) grafico do potencial z =

V(x) = —2?/2+2"/4; (b) grafico do hamiltoniano z = H(x,y) = y*/2+V (z);
e (c) gréafico do diagrama de fase do sistema no plano xy, onde y = 2’

entre os dois imas, ou ainda dar uma volta em torno de um dos imas e se aproximar da
posicao x = 0 quando t — oc.

Dada uma solugdo com condigao inicial z(0) = z¢ e y(0) = yo, podemos descobrir o
comportamento dela através do seu nivel H(zg,yo). Observe, primeiramente, que os niveis
dos pontos fixos sao H(0,0) =0e H(x1,0) = —1/4. Se H(xo,y0) > 0, a 6rbita é periédica
e envolve todos os pontos fixos. Se —1/4 < H(xg,yo) < 0, a érbita também é periddica e
envolve um dos pontos fixos do tipo centro, dependendo se o > 0 ou zy < 0. Se H (zg,y9) =0
e (zo,yo) # (0,0), entdo a dérbita nasce e morre em (0,0), pertencendo ao semi-plano x > 0,
se o > 0, e ao semi-plano = < 0, se g < 0. Em particular, se z(0) = 1/2 e y(0) = yo, temos
que a solugao é periddica se e somente se H(1/2,y0) # 0, ou seja yo # ++/7/32.

3.2. Um sistema com potencial cibico. Vamos considerar, agora, a equagao

2 =2 —x,
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(a)

(c)

FIGURA 3.3. Sobre a equagao z” = x — 2% (a) grafico do potencial z =

V(x) = —2?/2—123/3; (b) gréafico do hamiltoniano z = H(x,y) = y*/2+ V(z);
e (c) gréafico do diagrama de fase do sistema no plano xy, onde y = 2’

cujo potencial tem a forma

e o hamiltoniano,
H(z,y) =

O potencial V(z) = 2%/2 — 2*/3 tem um ponto de minimo local, x = 0, e um ponto de
méaximo local, z = 1. O gréfico desse pontencial estd ilustrado na figura 3.3(a). Na figura
3.3(b), ilustramos o grafico do hamiltoniano. Analisando as curvas de nivel do hamiltoniano,
chegamos ao diagrama de fase da figura 3.3(c). Observe que ha dois pontos fixos, em (0, 0)
e (1,0). O ponto fixo (0,0) é um centro nao-linear, enquanto que (1,0) é um ponto de sela.
Observe que, agora, temos varias solugoes ilimitadas.

3.3. Relagao entre o potencial de sistemas mecanicos e o diagrama de fase.
Em geral uma equacgao da forma

2 +g(x)=0
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.

FIGURA 3.4. Varios potenciais z = V(x), seus respectivos hamiltonianos z =
H(z,y) e seus diagramas de fase.

pode ser escrita na forma

com um hamiltoniano
2

H(z,y) = % + V(z)
e potencial dada por uma primitiva de g:

V'(z) = g(x).

Baseado nos exemplos acima, observe que hd uma relacao direta entre o potencial e o
diagrama de fase. Primeiro observe que os pontos criticos 2* de V(x), dados por V'(z*) =
g(z*) = 0, sdo as coordenadas = de pontos fixos do sistema, que tem necessariamente a forma
(x*,0).

A natureza do ponto critico do potencial determina o comportamento das orbitas proxi-
mas ao ponto fixo. Pontos de minimo local do potencial geram pontos fixos nao hiperbélicos
(autovalores puramente imagindrios) que se comportam como centros e sao chamados de
centros nao-lineares. Pontos de maximo local do potencial geram pontos de sela do hamil-
toniano e, assim, geram pontos fixos hiperbdlicos do tipo sela. Por fim, pontos de inflexao
do potencial geram pontos nao-hiperbdlicos com um autovalor nulo. Esses comportamentos
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estao ilustrados na figura 3.4. Vale lembrar que o sentido das érbitas segue direto da equagao
2’ =y, que indica que no semi-plano y > 0, as solucoes se deslocam no sentido de cresimento

da coordenada x, enquanto que em y < 0, o sentido é contrario.

(a)

z=V(x)

FicurA 3.5. Em (a), temos um potencial z = V(z) com diferentes tipos de
pontos criticos e em (b), o diagrama de fase correspondente.

Finalmente, na figura 3.5, mostramos um potencial z = V(z) com diferentes tipos de

pontos criticos e o diagrama de fase correspondente.
Para o tracado das curvas de nivel, sugerimos os seguintes passos

(1) Determinar os pontos criticos;
(2) Fazer a anélise local das curvas de nivel préximas a pontos fixos;
(3) Tracar as curvas de nivel globais dos pontos de sela e de inflexao, que sao delimita-

dores importantes das outras curvas de nivel; e
(4) Tracas as curvas de nivel restantes.

Exercicios
3.1. Ache um hamiltoniano H = H(z,y) para o sistema

/

r =y,

y =x — ax”,

onde a € R, a #0,en €N, n>2 Emseguida, esboce o diagrama de fase desse
sistema nos casos i) a > 0, n par, ii) a > 0, n impar, iii) a < 0, n par, iv) a < 0, n
impar. Em qual(is) desses casos as solugoes sdo sempre limitadas?
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3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

8. SISTEMAS CONSERVATIVOS E APLICACOES

Considere um sistema mecanico regido pela equacao de segunda ordem nao-linear
" — 2z + 42 = 0.

Nesse sistema, x representa a posicao de um objeto metdlico sendo atraido em
direcoes opostas por dois imas.
(a) Reescreva o problema como um sistema de duas equagoes de primeira ordem;
(b) Ache um hamiltoniano para esse sistema;
(c) Esboce o diagrama de fase desse sistema;
(d) Dadas as condigoes iniciais x(0) = 2 e 2/(0) = 0, ache os valores maximos e
minimos da posigao x(t) e da velocidade z'(t) do objeto, em t € R.

Considere o sistema
z' =y,
y = 2x(3z — 6),

(a) Ache um hamiltoniano para o sistema e faga um esbogo do diagrama de fase
do mesmo.

(b) Determine os valores reais yo para os quais a solugao com x(0) =0 e y(0) = yo
é tal que

lim (z(t),y(t)) = (2,0).

t—o00

Considere o sistema

- =Y,

I = —32%2 + 2ax.

onde a é um parametro real positivo.
(a) Ache um hamiltoniano H = H(x,y) do sistema;
(b) Faga um esbogo do diagrama de fase do sistema;
(c¢) Determine os valores positivos de a para os quais a solu¢ao com z(0) = 1/2 e
y(0) = 0 assume apenas valores positivos de x(t), para todo t real.
Considere o hamiltoniano H(z,y) = y* + (z — a)®, onde a é um pardmetro real.
(a) Escreva o sistema associado a esse hamiltoniano;
(b) Faga um esbogo do diagrama de fase do sistema;
(c¢) Determine os valores de v para os quais a coordenada z(t) da solugao (z(t), y(t))
com z(0) = 16 e y(0) = 0 assume apenas valores positivos.
Considere o hamiltoniano H(z,y) = y* + 2%(z — 1).
(a) Escreva o sistema associado a esse hamiltoniano;
(b) Faga um esbogo do diagrama de fase do sistema.
(c¢) Determine os valores de a para os quais a solu¢ao com z(0) = 3/4 e y(0) = «
é periddica.
Sabendo que a funcao

H(z,y) = y; —2(z +1)*(z — 1)
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3.8.

3.9.

3.10.

¢ um hamiltoniano para um sistema de duas equacoes de primeira ordem em z e
y, esboce o diagrama de fase do sistema e determine os valores reais de a para os
quais a soluc¢ao com z(0) =0 e y(0) = « é periddica.

Sabendo que a funcao

y2

H(z,y) = % — 22%(z — 3)

¢ um hamiltoniano para um sistema de duas equacoes de primeira ordem em z e
y, determine os valores reais de o para os quais os limites lim; ..., z(t) da solugao
com x(0) =0 e y(0) = « existem.
A ¢6rbita de um planeta em torno de um sol segundo a relatividade geral pode ser
dada pela equacao

a0 +u=wo+cu
onde @« > 0, e > 0, u = 1/r e (r,0) sao as coordenadas polares do centro de
massa do planeta em um plano com a origem no sol. Assumindo que 16as < 3,
reescreva a equacao acima como um sistema hamiltoniano, faga um esbogo do plano
de fase desse sistema, determine uma solucao desse sistema que corresponda a uma
orbita circular estavel do planeta em torno da origem e ache o raio dessa Orbita.
(Nao confunda érbita do planeta com érbita do sistema hamiltoniano e entenda por
orbita estavel do planeta como tendo a propriedade de que érbitas proximas a ela
continuem préximas).
Em modelagem molecular, varias forcas de atracao entre atomos devem ser leva-
das em consideragao, como ligacoes quimicas ionicas, ligacoes covalentes, pontes de
hidrogénio e forcas de Van der Waals. Em geral, os a&tomos sao representados pontu-
almente e os efeitos quanticos sao reduzidos a uma forca de atracao mecanica entre
esses pontos e que depende da diferenca x — x, entre a distancia x de um atomo a
outro e uma distancia de referéncia xz,. O que estd em jogo aqui é a precisao da mo-
delagem versus a sua complexidade, visto que essas modelagens sao utilizadas para
o desenvolvimento de métodos computacionais capazes de simular reagoes quimicas
e bioquimicas complexas, envolvendo milhares de dtomos, o que é extremamente
custoso computacionalmente.

O movimento desses atomos ¢é essencialmente tridimensional, podendo, em certos
casos especiais, ser reduzido a um movimento bidimensional ou até mesmo unidi-
mensional. Vamos considerar, abaixo, apenas movimentos longitudinais entre pares
de atomos, que geram movimentos unidimensionais. Nesse caso, somos levados a

sistemas hamiltonianos com um hamiltoniano da forma

Hiz) =L+ V@)

onde y = 2’ e V(z) é um potencial apropriado dependendo do tipo de ligagao
quimica e dos atomos envolvidos. Vejamos alguns tipos especificos de potenciais.
Todos os parametros abaixo sao positivos.

2
d*u 9
Y
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Em ligacoes covalentes, em que elétrons de um ou mais atomos sao comparti-
lhados com outros dtomos, para completar o ultimo nivel de energia, é comum
se tomar um potencial analogo ao do sistema massa-mola, ou seja, um potencial
quadratico

V(z) = %(x — )%,

com a forga de atracao dependendo linearmente em z — x,. Os atomos vibram,
oscilando em torno do comprimento de referéncia z,, onde x, é um valor fixo
dependente dos atomos envolvidos na ligagao quimica em questao.

Ainda em ligacoes covalentes, modelagens mais precisas utilizam potenciais de
ordem par mais alta, como

V(z) = %(x — )", n par

ou, ainda, da forma (potencial de Morse)

_ 2
V(z) = p(1 —exp(—o(z — x,)))".

Em ligagOes ionicas, elétrons de um atomo sao transferidos para outro, for-

mando fons de cargas contrarias, causando uma atragao elétrica entre os fons

formados. O potencial é do tipo Coulomb, proporcional ao inverso da distancia

(gerando uma forga proporcional ao inverso do quadrado da distancia):

Vix) = ig.

O sinal positivo corresponde, de fato, ao caso de cargas contrarias, gerando
uma atracao entre os fons. O sinal negativo deve ser usado no caso de cargas
de mesmo sinal, gerando uma repulsao entre os fons.

As pontes de hidrogénios sao ligagoes ionicas entre atomos de hidrogénio que
estao ligados a outros atomos através de ligacoes covalentes. Nessas ligacoes
covalentes, os elétrons compartilhados “passam mais tempo” no atomo que
recebe o elétron compartilhado do hidrogénio, gerando uma fracao de carga
positiva no hidrogénio e uma fracao de carga negativa no outro atomo. Esses
compostos podem se unir a outros compostos similares, gracas a essas cargas
parciais, através de uma ligacdo ionica mais fraca do que a normal. A agua
em estado liquido, por exemplo, apresenta uma rede de moléculas H,O ligados
por pontes de hidrogénio entre os atomos de hidrogéneo de uma molécula e
os atomos de oxigénio de outra molécula. Essas ligacoes sao constantemente
quebradas e refeitas em disposicoes diferentes. O potencial é o de uma ligacao
ionica, mas com uma constante « relativamente menor.

A forga de van der Waals estd associada a flutuagoes na densidade de distri-
buicao de elétrons em torno do nicleo, gerando dipolos elétricos transientes.
Esta é uma forca mais fraca que as anteriores, mas é importante entre moléculas
em equilibrio eletrostético (por exemplo, a eficiéncia de uma enzima pode de-
pender de uma grande quantidade de ligagoes do tipo van der Waals entre
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atomos da enzima e atomos do substrato, que é a macromolécula em que a
enzima deve agir). O potencial de van der Waals estd incluido no potencial do
tipo 6/12 de Lennard-Jones:
V(z) = —— + %
x x

O primeiro termo, de atracao, corresponde ao potencial de van der Waals. O
segundo termo ¢é incluido com o objetivo de modelar uma forca de repulsao
entre as nuvens de elétrons causada pelo principio de exclusao de Pauli, assim
como forgas de repulsao entre os nicleos; a poténcia 12 é apenas uma apro-
ximagao.Uma aproximacgao melhor é dada pelo potencial de Buckingham:

o Y Aoz
V(l’) == —E + )\16 .

Faca um esboco das curvas de nivel de cada hamiltoniano e um esboco do plano de
fase zy do sistema associado. Em seguida, determine, nos casos (1) e (2), os valores
de yo para os quais a solugao com z(0) = x, e '(0) = yo é periddica. Observe que
na maioria dos casos, qualquer y, satisfaz essa condicao, enquanto que em um dos
casos, nao. Essas solucoes periddicas correspondem a vibragoes em torno de uma
posicao de equilibrio. Finalmente, no caso (5), caracterize algebricamente os valores
de z(0) e y(0) para os quais a solugao é periddica.

Modifique o programa Scilab do exercicio 3.13 do capitulo 6 para tracar o campo
de vetores e as érbitas do sistema

' =y,
y/:x_x?)?

associado a equagao de Duffing. Modifique a regido tracada para [—2,2] x [—2,2],
o tempo final para tfinal=20 e as condigoes iniciais para

(z0,0) = (1,1/2),(=1,-1/2), (1,v2/2), (-1, -v2/2), (1, -1), (—1, 1.5).






CAPIiTULO 9

Sistemas Nao-Conservativos e Aplicacoes

1. Perturbacoes dissipativas de sistemas conservativos

Vamos comecgar com sistemas nao-conservativos de uma forma bem particular, a saber,
perturbacoes dissipativas de sistemas conservativos. Nesses sistemas uma funcao escalar do
tipo energia ainda esta disponivel para nos ajudar, mas ao invés dessa funcao ser constante
ao longo das érbitas ela é nao-crescente. As Orbitas nao pertencem mais as curvas de nivel,
mas as curvas de nivel ainda podem auxiliar na descri¢ao das orbitas, pois estas atravessam
as curvas de nivel no sentido de menor nivel. Vejamos como isso pode ser feito.

Vamos considerar sistemas mecanicos da forma

2"+ ax’ + g(x) = 0.

O termo g(z) estéd associado a uma forga conservativa e o termo az’, sendo proporcional
a velocidade e com « > 0, representa uma dissipacao, ou amortecimento, no sistema. Com
a = 0, o sistema é conservativo, com um hamiltoniano dado por

y?
onde V(z) é uma primitiva de g(x) e y = 2/. Com « > 0, vamos mostrar que H(z,y)
¢é decrescente ao longo das solugoes nao-estacionarias. Mais precisamente, considere uma

solugao (x(t),y(t)) do sistema associado

=y,
y = —g(z) — ay.

O hamiltoniano varia ao longo dessa solucao de acordo com

y(t)’
H(z(),y(t)) = =~ + V(z(®)),
que é uma funcao escalar da variavel temporal ¢t. Derivando essa funcao em relagao a t,

usando que V'(z) = g(z), achamos

S H(e(t), y(1)) = (0 (1) + gD’ (1) = y(8) (—g(a(®)) — ay(t)) + gla(t))y (D)

dt
= —ay(t)®,
Logo,
d
—H(x(t),y(t)) <
S H(a(t). (1) <0
221
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e a fungao H(x(t),y(t)) é ndo-crescente. Além disso, ela é estritamente decrescente a menos
que (z(t),y(t)) seja uma solucao estacionaria. De fato, se H(z(t),y(t)) nao for estritamente
decrescente, entao ela é constante em algum intervalo de tempo [t1,%;]. Nesse intervalo,

temos, entao, que
d
0= S H((t),y(0) = —ay(t)”.

logo, 2'(t) = y(t) = 0 nesse intervalo, assim como y'(t) = 0. Logo, x(t) e y(t) sao constantes
nesse intervalo. Pela unicidade das solugoes, essa solucao deve coincidir com uma solugao
estaciondria e ser, portanto, constante para todo t real.

Concluimos, entao, que se (z(t),y(t)) ndo for uma solugdo estaciondria, entdo a funcdo
H(z(t),y(t)) é estritamente decrescente em .

Vamos nos concentrar em equagoes essencialmente da forma z” 4+ az’ 4+ g(z) = 0, mas
vale ressaltar que essas idéias podem ser aplicadas a equagoes mais gerais.

FIGURA 1.1. Curvas de nivel da fungio energia H(z,y) = y*/2 — kcosz (li-
nhas tracejadas), principais 6rbitas do sistema do péndulo amortecido (linhas
sélidas), e a regiao (em cinza) na qual as érbitas convergem para o ponto fixo

(z*,y*) = (2m,0).

1.1. Equacao do péndulo amortecido. Tomemos como exemplo a equacao do pén-
dulo amortecido:

mlf" = —mgsin6 — BI¢’,
onde o termo (3 representa um coeficiente de amortecimento. Para simplificar, vamos denotar
0 por x, dividir a equacao por ml e reescrever a equagao na forma

7 = —ksinz — ar’,
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onde k = g/l e « = 3/m. A energia do sistema é dada pelo hamiltoniano associado

y?
H(z,y) = 5 T RcosT.

Pelo resultado acima, essa energia é decrescente ao longo das solucoes nao-estacionarias.
Conhecendo as curvas de nivel da funcao H(z,y) e sabendo que as érbitas atravessam essas
curvas de nivel em direcao as de nivel cada vez mais baixo, podemos esbocar o diagrama de
fase conforme a figura 1.1. Observe que as érbitas que “morrem” (limite quando ¢ — o)
em dois pontos fixos de sela consecutivos delimitam uma regiao onde as érbitas “morrem”
no ponto fixo atrator entre esses dois pontos fixos de sela. Essas sao as separatrizes de sela
em relacao ao comportamento futuro.

Exceto pelas solugoes que convergem para um ponto fixo de sela, todas as outras solugoes
convergem para um ponto fixo atrator. Fisicamente, o ponto fixo atrator representa o péndulo
na posicao mais baixa e a maioria das solucoes converge para essa posicao de equilibrio,
podendo, se a velocidade inicial for muito alta, dar varias voltas completas até comecar a
oscilar em torno dessa posicao de equilibrio, diminuindo cada vez mais de amplitude e se
aproximando da posicao de equilibrio.

1.2. Equacgao de Duffing com amortecimento. Vamos fazer mais um exemplo, o
da equacao de Duffing com amortecimento:
" = —ax’ + 1 —2°.
onde o > 0. Essa equacao tem como energia o hamiltoniano
2 2 4
Y x x
H(rv,y) =7 ——+—.
Devido ao amortecimento, essa energia nao ¢ conservada, ela decresce ao longo do movimento,

co1m

S H((), y(1) = —oy(1)"

Tragando as curvas de nivel de H(x,y) e usando o fato que as solugoes decrescem de nivel,
podemos tracar o diagrama de fase do sistema conforme ilustrado na figura 1.2. Observe o
papel das separatrizes do ponto de sela em relagao ao futuro. Essas separatrizes, que sao as
orbitas que “morrem” na origem, delimitam duas regioes espirais, uma na qual as orbitas
convergem para o ponto fixo atrator P~ = (—1,0) e outra na qual as érbitas convergem para
o ponto fixo atrator P* = (1,0).

Exercicios
1.1. Trace o diagrama de fase do sistema bidimensional associado a equacao
2"+ a2’ —22(3z — 6) = 0.

Em seguida, indique, no diagrama de fase, a regiao na qual as érbitas convergem
para o unico ponto fixo atrator.
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Y

FI1GURA 1.2. Diagrama de fase da equagao de Duffing com amortecimento
¥ =y, y = —ay+x — 3 A regido cinza contem as érbitas que convergem
para o ponto fixo P~ = (—1,0), enquanto que a regiao clara contem as érbitas
que convergem para P™ = (1,0). O limite entre essas regides é formado pelas
érbitas que convergem para o ponto fixo de sela Py = (0,0).

1.2. Trace o diagrama de fase do sistema bidimensional associado a equacgao
2" =2*(x—1)—22.
1.3. Considere um sistema mecanico com amortecimento quadratico, da forma
2"+ Bl |2 + g(x) = 0,

com (> 0. Mostre que o hamiltoniano do sistema conservativo associado também
¢ decrescente ao longo das solugoes nao-estaciondrias.

2. Sistemas nao-conservativos e o modelo de competicao entre espécies

Vamos considerar, agora, casos mais gerais de sistemas nao-conservativos. Vamos uti-
lizar um método analogo ao método das iséclinas visto em uma dimensao. Vamos tentar
identificar as regioes do plano em que cada coordenada é crescente ou decrescente e a partir
do comportamento das solucoes em cada regiao, tentar esbocar o comportamento global das

solucoes.
Considere um sistema qualquer da forma
a' = f(x,y),
y' =g(z,y).

Primeiramento, vamos identificar a curva de nivel zero de cada funcao f(z,y) e g(x,y). Em
certos casos essa “curva” de nivel zero pode ser simplesmente um ponto ou na verdade um
conjunto de curvas. De qualquer maneira, essa curva de nivel ira separar o plano em uma ou
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mais regides. Em cada um dessas regioes, a funcao f(z,y) serd positiva ou negativa. Como
' = f(x,y), isso indicard que uma solucao (z(t),y(t)) qualquer que passar por essa regiao
em um certo intervalo de tempo |ti, 3] terd sua coordenada x(t) crescente (se f(x,y) > 0
nessa regiao) ou decrescente (se f(x,y) < 0) nesse intervalo de tempo. Analogamente, o
estudo da curva de nivel zero de g(z,y) e do sinal de g(x,y) nas regides delimitadas pela
curva de nivel zero indicard o crescimento ou decrescimento da coordenada y(t) nessa regiao.
Com essas informacoes, serd possivel, em certos casos, fazer o esboco, completo ou parcial,
do diagrama de fase do sistema. Vejamos um caso concreto.

2.1. Modelo de competicao entre espécies. Vimos que o modelo geral de interacao
entre duas espécies tem a forma

dx

P M(z,y)z,
dy

2 =N .
% (z,y)y

Um caso particular que modela uma certa competicao entre as duas espécies é dado pelas
taxas de crescimento especifico

M(z,y) = A —ax —by,  N(z,y)=p—cx—dy,

onde todos os parametros A, u, a, b, c,d sao positivos. Os sinais indicam que o crescimento
de qualquer uma das espécies é prejudicial as duas espécies, como no caso das espécies
disputarem uma mesma fonte de alimentacao limitada. Temos, assim, o sistema

d
d—f:()\—aa:—by)m
dy
i (1 —cx —dy)y.

Sejam
fz,y) = M(z,y)r = (A —ax —by)z,  g(x,y) = N(z,y)y = (u — cx — dy)y.
A curva de nivel zero de f(z,y) é formada, na verdade, por duas retas, pois
flz,y) =0<= M(z,y) =0ouz=0<= \—ax —by=0oux=0.

Como os parametros A, a e b sao positivos, a reta A — ax — by = 0 passa pelos semi-eixos
x> 0ey >0, tendo inclinacao negativa. A outra reta é o préprio eixo y. Essas duas retas
estao ilustradas na figura 2.1(a).

Analogamente, a curva de nivel zero de f(x,y) também é formada por duas retas, dadas
por

g(x,y) =0<= N(z,y) =0ouy=0<=pu—cxr—dy=0ouy=0.

Como os parametros u,c e d sao positivos, a reta u — cr — dy = 0 também passa pelos
semi-eixos x > 0 e y > 0 e tem inclinacao negativa. A outra reta é o eixo x. Essas duas
retas estao ilustradas na figura 2.1(b).
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F1aurA 2.1. Regides de crescimento e decrescimento (a) da coordenada ;
(b) da coordenada y; e (¢) a inclinagdo dos vetores tangentes (z,y') =
(f(x,y),9(z,y)) das érbitas em cada regiao, no primeiro quadrante.

Os parametros A, u, a, b, ¢, d nao estao definidos nesse momento. Por isso, nao podemos
definir a posigao relativa das duas retas A —ax —by =0 e u — cx — dy = 0. Dependendo dos
parametros, essas retas podem ser paralelas, coincidentes ou concorrentes. No caso de serem
concorrentes, podemos ter o ponto de intersecao em diversos lugares, como no primeiro, no
segundo ou no quarto quadrantes ou em um dos semi-eixos positivos. A titulo de ilustracgao,
vamos supor inicialmente que essas duas retas estejam como indicado na figura 2.1. Pode-se
verificar que essa situagao corresponde as condigoes

b - A - a
d pu ¢
Assim, juntando as informagoes sobre os sinais de f(x,y) e g(z,y), podemos descrever a
inclinacao do vetor tangente

(' y) = (f(2,v),9(x,y))

em cada regido. Esses sao os vetores tangentes a drbita que passa pelo ponto (x,y) em
questao. Mais precisamente, considere, por exemplo, um ponto (zg,yo) que estd na regiao
em que f(z,y) > 0e g(z,y) > 0. Entao a solugao (z(t),y(t)) que passa por (xg, ) em um
instante t = to (ou seja x(tg) = xo e y(to) = yo) tem, nesse instante, o vetor tangente dado
por (2'(to), y'(to)) = (f(zo,y0), 9(x0,y0)), logo z'(to) > 0, y'(to) > 0 e as duas coordenadas
sao crescentes. Baseado nisso, podemos indicar a inclinagao de vetores tangentes tipicos em
cada regiao, conforme ilustrado na figura 2.1(c). A partir dessa ilustragao, podemos tentar
esbocar o conjunto das érbitas, que sao curvas que passam tangentes a esses vetores.
Observe que na figura 2.1(c) indicamos, também, os vetores tangentes nos pontos das
retas onde uma das fungoes f(x,y) e g(x,y) se anula. Nesses pontos, uma das coordenadas
do vetor tangente se anula e o vetor tangente é horizontal ou vertical, dependo do caso.
Nesse momento, podemos, também, identificar os pontos fixos do sistema. Esses pontos
podem ser vistos como os pontos de intersegao entre uma das curvas de nivel zero de f(z,y)
e uma das curvas de nivel zero de g(z,y). De fato, nesses pontos de interse¢ao, temos
f(z,y) =0e g(xz,y) =0, que definem os pontos fixos. Esses pontos fixos estao identificados
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na figura 2.1(c). Sao eles:

I A 1
A= B=(0,= = (- D= ——— — — ).
(0,0), 0,5), C=(2.0), e @A = b ap = ed)
O ponto D é obtido do sistema
ar + by = A\,
{cx—l—dy = L.

A hipétese b/d < A/u < a/c garante que ad — be > 0, d\ — by > 0 e ap — e\ > 0, logo o
ponto fixo D se encontra no primeiro quadrante.

Observe que s6 nos preocupamos com o primeiro quadrante. A razao disso é simplesmente
a motivacao desse modelo como de dinamica populacional, onde populagoes negativas nao
tém sentido. Contudo, do ponto de vista matematico, a andlise acima pode perfeitamente
ser estendida para o plano todo.

Agora estamos prontos para completar o esboco do diagrama de fase. Primeiramente,
vamos observar os semi-eixos positivos. Esses semi-eixos representam a auséncia de uma
das espécies. Intuitivamente, é natural esperarmos que se o sistema estd em um semi-
eixo em algum instante ele continue nesse semi-eixo para sempre, pois uma espécie nao
pode surgir do nada (é claro que néo estamos considerando a evolugao das espécies, aqui).
Matematicamente, isso pode ser visto da equacao diferencial. De fato, se z = 0, temos 2’ = 0,
o que faz com que z(t) = 0 para todo ¢, e o sistema se reduz a uma equacao y' = (u — dy)y
apenas para a espécie y. Geometricamente, isso também pode ser observado do fato de que o
vetor tangente no eixo y aponta em direcao ao proprio eixo y, fazendo com que a evolucao do
sistema se mantenha ao longo do eixo y. Essas observagoes indicam que no eixo y o diagrama
de fase se reduz a linha de fase da equagao unidimensional ¥’ = (u — dy)y. Analogamente, o
diagrama de fase no eixo z se reduz a linha de fase da equagao unidimensional ' = (A —ax)z.
Essas linhas de fase estao indicadas na figura 2.2.

Agora, vamos observar o que acontece na regiao acima das duas retas A —ax — by =0 e
pu—cx—dy = 0. Nessa regiao, o vetor tangente tem as suas duas coordenadas negativas. Logo,
uma solugao nessa regiao tem as duas coordenadas decrescentes. Conforme o tempo avanca,
uma solucao nessa regiao terd trés destinos possiveis: atravessar a reta A —azx — by = 0,
atravessar a reta u—cx —dy = 0, ou convergir para o ponto fixo D. Nenhuma outra situagao
serd possivel. De fato, ela nao pode cruzar os semi-eixos porque isso violaria a unicidade das
solucoes.

Da mesma forma, uma solucao que se encontra na regiao abaixo das duas retas A — ax —
by =0 e p—cx—dy = 0 terd trés destinos possiveis: atravessar a reta A —ax — by = 0,
atravessar a reta y — cx — dy = 0, ou convergir para o ponto fixo D.

Quanto as solucoes que entram na regiao entre as duas retas \—axr—by =0 e p—cr—dy =
0, o tnico destino possivel delas é convergir para o ponto fixo D quando ¢t — oo.

Para completar, uma anélise via linearizacao indica que os pontos fixos B e C' sao pontos
fixos hiperbdlicos do tipo sela. Deles, nascem solugoes que convergem para o ponto fixo D.
Essas solucoes conectam os pontos fixos B e C' ao ponto fixo D e sao solugoes especiais,
que chamamos de ligagoes de sela. Elas delimitam o plano em duas regioes nas quais as



228 9. SISTEMAS NAO-CONSERVATIVOS E APLICACOES

g
LA

Ficura 2.2. Esboco do diagrama de fase do sistema de competicao entre
espécies no caso em que b/d < \/u < a/c.

solugoes tém comportamentos distintos quando ¢ — —oo (ou t — 400, em certos casos).
Por exemplo, as solugoes a esquerda nascem do ponto fixo A, enquanto que as solugoes a
direita se afastam continuamente da origem quando t — —oo.

Quanto ao ponto fixo A = (0,0), vemos, pela andlise via linearizagao, que ele é um ponto
fixo hiperbodlico repulsor, com autovalores e A positivos e auto-espagos y = 0 e z = 0,
respectivamente. Mas, nesse momento, a relagdo de ordem entre p e A nao esta definida,
podendo esses autovalores serem iguais ou nao. Sem essa definicao, nao podemos afirmar se
as érbitas se afastam da origem necessariamente tangentes a algum dos eixos e, caso positivo,
qual deles. A figura 2.2 ilustra uma situagao em que \ = p.

2.2. Competicao entre espécies — outros casos. Vimos acima um caso especifico
de competicao entre espécies, com os parametros satisfazendo as condigoes

b A a

d pu ¢
Mas este é apenas um caso dentre varios possiveis. Nao faremos os outros casos em detalhe,
isso é deixado como exercicio. Vamos nos limitar a apresentar, na figura 2.3 um esbog¢o do
diagrama de fase de cada situacao.

Um caso bastante interessante e importante é o do ultimo diagrama de fase da figura
2.3. Nesse caso, o ponto de equilibrio fora dos eixos é um ponto de sela, portanto, instavel.
Na pratica, em geral, as solucoes do sistema convergem para uma situagao em que apenas
uma das espécies sobrevive. Este fenomeno é a base da acao da penicilina, uma substancia
antibiética produzida pelo fungo Penicillium notatum e que destréi varias bactérias nocivas.
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Ficura 2.3. Esboco do diagrama de fase do sistema de competicao entre
espécies em varios situacoes diferentes, dependendo dos parametros.

Observe, pelo diagrama de fase, que a situagao limite do sistema depende da relacao entre
as concentragoes iniciais das duas espécies. Se a concentragao inicial de uma das substancias
for suficientemente grande em comparacao com a da outra, ela vai eliminar a outra espécie
do meio. Esse mesmo fendmeno aparece na fabricacao de cerveja. Conforme mencionado
na secao 1.3, o fungo S. cerevisiae é usado na fermentacao de cerveja. Ele compete com
outros fungos e bactérias e cuidados devem ser tomados para diminuir significativamente
a quantidades desses micro-organismos indesejados, para que o S. cerevisiae elimine esses
competidores do tanque de fermentacao. Na pratica, simplificacoes de modelagem e o fato
da eliminagao completa sé ocorrer no limite quando o tempo vai para infinito, a acao dessa
competicao tem como efeito evitar que a outra espécie aumente a niveis prejudiciais. Dados
experimentais obtidos por Gause [6] com os fungos Saccharomyces cerevisiae e Schizosaccha-
romyces kephir confirmaram a validade do modelo de competicao entre essas duas espécies,
com os parametros A = 0,2586, pu = 0,05744, a = 0,0203, b = 0,05711, ¢ = 0,004803 e
d = 0,009768.
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2.3. Mais um exemplo. Para solidificar a idéia, vamos considerar mais um sistema, a
saber,

dx

— 3% —
a YT
dy 2
2~ y(z—4 .
% ylr —4+y°)

Os pontos fixos sao dados por

3y? —x =0, r = 397, r = 3y°,
2 N 2 2 — 2
ylr —4+y°) =0, y(By" —4+y*) =0, y=0ouy =1.
Logo, temos trés pontos fixos, dados por
A =(0,0), B =(3,1), C=(3-1).

Para a analise via linearizacao, devemos diferenciar o lado direito do sistema de equagoes, o
que nos leva a matriz

_ |- Gy
Em cada ponto fixo, temos
-1 0 -1 6 -1 —6
wo- | O wen=|7 8 =0 )

A matriz L(0,0) é diagonal, com autovalores —1 e —4 e auto-espagos coincidindo com os
eixos x e y, respectivamente, sendo A = (0,0) um ponto fixo hiperbélico atrator, com o eixo
x associado a direcao mais lenta. Os outros pontos fixos sao hiperbdlicos do tipo sela.

. /
S <

\.
\
— B \
N TN \
— ch/ - - >z \‘ 1:
N ) f\ 4; / B
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FIGURA 2.4. (a) Inclinagao dos vetores tangentes (z',y’) das érbitas em cada
regiao e (b) esboco do diagrama de fase do sistema 2’ = 3y? — z, vy = y(v —
4+ y?).

A iséclina de inclinacao zero da coordenada = é o conjunto dos pontos em que z' = 0,
que é a pardbola “deitada” z = 3y%. A direita dessa pardbola, temos ' = 3y? —x < 0, e,
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a esquerda, 2’ = 3y? —x > 0. A iséclina de inclinacao zero da coordenada y é o conjunto
dos pontos em que y(z — 4 +y?*) = 0, que é formado pela reta y = 0 e pela pardbola deitada
x = 4 — y?. Essa iséclina delimita quatro regides do plano, com y’ positivo ou negativo
em cada regido. Essas informacoes estao sintetizadas na figura 2.4(a). Com isso, é possivel
montar o plano de fase do sistema, conforme ilustrado na figura 2.4(b).

2.4. *Observacgao sobre a caracterizacao dos pontos fixos via andlise das isé-
clinas. Os pontos fixos sdo pontos de intersegao das iséclinas f(z,y) = 0e g(x,y) = 0. Essa
intersecao pode ser dividida em dois tipos, as transversais e as nao-transversais. Quando as
isoclinas, no ponto de intersecao, possuem coeficientes angulares diferentes, dizemos que a
intersecao € transversal, e caso os coeficientes angulares sejam iguais, as duas iséclinas sao
tangentes e a intersegao é dita nao transversal (veja figura 2.5). Na interse¢ao transversal,
as curvas devem necessariamente se cruzar, enquanto que na nao-transversal, isso nao é
necessario.

h ‘ N fz,y) =

Ficura 2.5. Exemplos de (a) intersecao transversal das curvas de nivel
f(z,y) = 0 (linha pontilhada) e g(z,y) = 0 (linha tracejada), com as cur-
vas necessariamente se cruzando; (b) intersecao nao-transversal com as curvas
se cruzando; e (c¢) intersegdo ndo-transversal sem cruzamento das curvas.

O tipo de intersecao pode ser diretamente relacionado as derivadas parciais das fungoes
f(z,y) eg(z,y). De fato, aiséclina f(x,y) = 0, por exemplo, é a curva de nivel zero da fungao
f(z,y). Além disso, o gradiente de f(x,y), que é o vetor V f(z,y) = (fz(z,y), 9(z,y)), in-
dica a direcao de crescimento de f(z,y). Mais precisamente, esse vetor é perpendicular a
curva de nivel, conforme visto no curso de Calculo de Varias Variaveis. De fato, parametri-
zando a curva de nivel zero na forma (z(s),y(s)), temos

fa(s),y(s)) =0

para todo s. Derivando essa equagao em relagao ao parametro s obtemos

fo(a(s), y(s))a'(s) + fy(2(s),y(s))y'(s) = 0.

Isso mostra que produto escalar entre o gradiente V f(z,y) e o vetor tangente (z'(s),y'(s))
a curva de nivel é zero, logo eles sao perpendiculares.

No caso de uma intersegao transversal entre f(z,y) = 0 e g(z,y) = 0, segue, entao, que os
vetores gradientes V f(z,y) e Vg(z,y) sdo linearmente independentes. Essa é, na verdade,
uma condicao necessaria e suficiente.
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Por outro lado, a matriz de linearizagao do sistema é formada pelas derivadas parciais

da funcao:
Ll y) = () fy(zy)|
92(,y)  gy(x,y)

Assim, V f(z,y) e Vg(z,y) sao linearmente independentes se e somente se a matriz L(z,y)
tem determinante nao-nulo, o que acontece se e somente se essa matriz nao possui autovalor
nulo. Isso nao quer dizer que o ponto fixo tem que ser hiperbdlico, pois ainda ha a possi-
bilidade dos autovalores serem complexos puros. Mas, com isso, podemos eliminar os casos
degenerados.

Em resumo, uma intersecao transversal estd associada a pontos fixos hiperbdlicos ou
a pontos fixos com linearizacao com autovalores complexos puros. Por outro lado, uma
intersecao nao-transversal esta associada a linearizagoes degeneradas.

Exercicios

2.1. Ache as condicoes entre A, i, a, b, ¢, d associadas a cada diagrama de fase da figura
2.3 e verifique a veracidade de cada diagrama.

2.2. Verifique que o caso de competicao entre as espécies S. cerevisiae e S. kephir, com
os parametros A = 00,2586, u = 0,05744, a = 0,0203, b = 0,05711, ¢ = 0,004803 e
d = 0,009768, tem como diagrama de fase o ultimo diagrama da figura 2.3.

2.3. Considere o seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinarias:

o' = (9 -2 -y,
y' = (16 — 8z — y)y.

(a) Ache os pontos fixos do sistema;

(b) Faga um esboco do diagrama de fase do sistema linearizado em torno de cada
ponto fixo do primeiro quadrante (z,y > 0);

(¢) Faca um esbogo do diagrama de fase do sistema no primeiro quadrante;

(d) Se z e y representam a populacao de duas espécies (em unidades apropriadas)
e se em um certo momento ty temos x(tg) = 2 e y(ty) = 4, qual o destino das
duas populagoes, isto é, quais os limites lim;_.o, (%) e lim;_o y(t)?

2.4. Considere o sistema
{x’:(2—2x—y)x,

y=0B-z-yy.

(a) Ache os pontos fixos do sistema;

(b) Linearize em torno de cada ponto fixo e determine se eles sdo atratores, repul-
sores ou de sela;

(c¢) Ache os autoespagos das linearizagoes em torno de cada ponto fixo e trace
o esboco proximo aos pontos fixos levando em consideracao os espacos mais
rapidos e mais lentos e as devidas tangencias das orbitas.

(d) Faga um esbogo do diagrama de fase do sistema no quadrante z > 0, y > 0.

(e) Qual o limite da solu¢do com a condicdo inicial z(0) =1, y(0) = 17
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2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

Considere o sistema de equacoes diferenciais ordinarias

' =(1—-x+y)r,
Yy =1+ax—y)y,

onde o > —1. Se z(0) > 0 e y(0) > 0, determine os possiveis limites lim; ., z(t) e
lim; . y(t) em termos de a.

As populagoes z(t) e y(t) de dois organismos vivendo em mutualismo satisfazem o
sistema de equacoes

¥ =(\—ar+byz,
Y = (u+cx —dy)y,

onde A, p,a,b,c,d > 0 sdo pardmetros apropriados. Suponha que ¢/d < a/b. Faga
um esboco do diagrama de fase do sistema no quadrante z,y > 0 e determine o
limite das duas populacoes quando ¢ — oo assumindo que inicialmente elas sao
positivas.

Uma substancia X reage com um catalisador Y produzindo uma substancia Z se-
gundo a reacio X +Y 5 Z 4+ Y. As substancias sdo introduzidas e retiradas de
um tanque de reagao de tal forma que as suas concentragoes x e y nesse tanque
satisfazem o sistema

y'=b—cy,
onde a, b, ¢,k > 0. Ache uma condicao entre os parametros do problema para que a
concentragao de X se mantenha eventualmente abaixo de um valor dado p > 0.
Em uma experiéncia do governo carioca, torcedores do Flamengo e do Vasco sao
enviados na espaconave “Maracana I” para colonizar um pequeno planeta. Observa-
se que as populagoes x e y de torcedores do Flamengo e do Vasco, respectivamente,
medidas em milhares de individuos, satisfazem o sistema de equacoes diferenciais

2’ = (2 = 0.0002z — 0.0001y)z,
y' = (2 = 0.00052 — 0.0002y)y.

{x’:a—/my—cx,

Sabendo que inicialmente eram 100 torcedores de cada time, qual o comportamento
assintético (limite quando t — o) de cada uma das populagoes?
Considere o seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinarias:

o =2 +y — 64,
y = 8r+y—Tl)y.

(a) Ache todos pontos fixos do sistema;

(b) Sabendo que (z(t), y(t)) é uma solucao que converge para um ponto fixo quando
t vai para infinito e é tal que lim; ., y(t) > 0, determine este ponto fixo;

(¢) Faca um esbogo do diagrama de fase do sistema.



234

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.
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Considere o sistema de equacoes diferenciais ordindrias

¥ =y—u,
{ y' = (vy — L)y.
Faca um esbogo do diagrama de fase do sistema e determine o limite
lim (2(t). (1))
da solucao que passa por (x(0),y(0)) = (1/2,1/2) em ¢t = 0.

Considere o sistema
$/ — y2 —z,
/2
y=x —Yy.

Sabendo que (z(t),y(t)) é uma solugao tal que z(0) = a e y(0) = «, onde a > 0,
determine os valores de o para os quais o limite lim; .. (x(t), y(t)) existe.
Considere o seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinarias:

z’ = 6(y - x)?
v =2yly+x—4).

(a) Ache os pontos fixos do sistema e determine se eles sao hiperbdlicos atratores,
hiperbdlicos repulsores, hiperbélicos de sela ou nao-hiperbélicos.

(b) Sabendo que (z(t),y(t)) é uma solugao tal que (z(0),y(0)) = (o, «), onde « €
R, determine os valores de v para os quais o limite lim, .. (x(¢),y(t)) existe.

Considere o sistema de equacgoes diferenciais ordindrias

v’ = (3 - $)<y - :U)a
y = (z+y—4y.
(a) Ache todos os pontos fixos do sistema, linearize em torno de cada ponto fixo e
classifique os pontos fixos hiperbdlicos entre atratores, repulsores e de sela

(b) Faga um esbogo do diagrama de fase do sistema
(c) Sabendo que (z(t),y(t)) é uma solucao tal que o limite

(2%, y") = lim (2(), y(t))

existe, com y* > 0, determine os valores de z* e y*.
Podemos considerar um modelo simplificado e idealizado de crescimento bacteriano
em laboratério dado por

com «, (3,7 > 0, onde x denota a populacao de bactérias e y, a quantidade de
nutrientes disponivel. Note que a quantidade de nutrientes diminui com o seu uso
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pelas bactérias e as bactérias evoluem de acordo com a quantidade de nutriente
disponivel e de acordo com uma populagao limite.
(a) Ache os pontos fixos do sistema;
(b) Ache as regides de crescimento e decrescimento das coordenadas x e y.
(c¢) Faca um esbogo do diagrama de fase do sistema no primeiro quadrante.
(d) Dada uma condigao inicial ((0),y(0)) = (2o, yo) com vxy < ay/(1 + y), faca
um esbogo do grafico da coordenada z = x(t) da solugao correspondente.
(e) *Com o auxilio de um computador, ache a solugdo com a = 0.5, § = 1,
v = 0.05, z(0) = 0.1, e y(0) = 20, e trace o gréafico da coordenada = = x(t)
obtida no intervalo 0 < ¢t < 50.
Esse modelo é capaz de exibir trés das quatro fases da evolugao de uma colonia de
bactérias em laboratério. Apenas a fase inicial de “lag” nao aparece. Essa fase “lag”
pode ser obtida acrescentando-se uma terceira equacao ao sistema, relacionada com
a producao de enzimas necessarias para o processamento dos nutrientes.
2.15. Um sistema cujas inclinacoes tém a forma

\

\

\

U
RARS

-

A\
\
\

com coeficientes angulares de sinais opostos é necessariamente tal que as derivadas
parciais de f(z,y) e g(x,y) satisfazem

fo(x,y) >0, fy(z,y) >0, gz(x,y) <0, gy(x,y) >0,

préximas ao ponto fixo. Linearizando o sistema no ponto fixo e usando essas in-
formagoes sobre as derivadas mostre que o ponto fixo é necessariamente hiperbdlico
e de sela (i.e. mostre que a matriz linearizagao tem auto-valores reais distintos e de
sinais opostos).

2.16. Um sistema cujas inclinacoes tém a forma

\i\* .
\ ~

N

é caracterizado pelas relacoes

fao(2,9), fy(xvy)u 9o (7, Y), gy(x,y) <0, Je9e — Jy9z > 0,

préximas ao ponto fixo. Linearizando o sistema no ponto fixo e usando essas in-
formagoes sobre as derivadas mostre que o ponto fixo é necessariamente um né
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atrator ou um foco atrator, mostrando que a matriz linearizacao tem auto-valores
reais negativos ou complexos com parte real negativa.

3. *Ciclos limites e osciladores nao-lineares

O estudo do diagrama de fase préximo a um ponto fixo a partir das isoclinas f(z,y) =0
e g(z,y) = 0 é, na verdade, mais delicado do que como visto acima. Vimos apenas situagoes
em que o ponto fixo é de sela e casos particulares do tipo né proprio. Os casos de focos
atratores ou repulsores, ou certos tipos de nés sao bem mais complicados. Com o agravante
de que podem estar associados a existéncia de um ou mais ciclos limites envolvendo o ponto
fixo em questao.

Ficura 3.1. Em (a) e (c) temos duas situagoes tipicas das inclinagoes
préximas a um ponto fixo. Em (b), temos o diagrama de um ponto de sela com-
pativel com a figura (a). Nas figuras de (d) a (h) temos vérias possibilidades
compativeis com a figura (c).

As figuras 3.1(a) e (c) ilustram duas situagoes tipicas, quando as iséclinas f(z,y) =0 e
g(z,y) = 0 se interceptam transversalmente (se cruzando, ao invés de se tangenciando, sem
trocar de lado). O caso (a) estd tipicamente associado a um ponto fixo de sela (figura (b)).
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Observe que as duas iséclinas delimitam quatro regioes e, em cada uma delas, todas as setas
sobre as iséclinas que delimitam a regiao apontam ou para dentro ou para fora dela.

Essa situagao é totalmente diferente da apresentada em (c). Nesta, as setas apontam
de uma regiao para outra, consecutivamente. Essa situacao esta tipicamente associada a
um ponto fixo do tipo foco (figuras (d) e (g)), com as érbitas girando em torno do ponto
fixo. Mas pode muito bem estar associada a um né impréprio atrator (figura (e)) ou a um
né préprio atrator, com as direcoes rapida e lenta muito proximas. Ou pode ainda estar
associada a pontos fixos nao-hiperbélicos, como um centro nao-linear (figura (h)), ou algum
outro comportamento ainda mais complicado. Apenas o conhecimento das inclinagdes nao
¢é suficiente para determinar qual comportamento é o correto. Nesse caso, uma andlise via
linearizacao pode ajudar a reduzir as opgoes.

de v

v -

\

(a)

\ \
\ \

\

FIGuraA 3.2. Em (a), temos as inclinagoes de préximas a um ponto fixo do tipo
foco atrator, e nas figuras de (b) a (d), temos trés possibilidades compativeis
com a figura (a).

Mais dificil ainda é descobrir se existe ou nao um ciclo limite envolvendo o ponto fixo. A
figura 3.2(a) apresenta as inclinagdes em um caso de um ponto fixo do tipo foco atrator. Nas
figuras de (b) a (d), temos trés diagramas perfeitamente compativeis com as inclinagoes da
figura (a) e a andlise via lineariza¢do nao seria capaz de distinguir os trés casos. A existéncia
ou nao de ciclos limites é uma questao bastante delicada. Anadlises mais detalhadas sao
necessarias. Mas o nosso objetivo nao é apresentar essas analises em detalhes, pois elas
podem ser bem complicadas. O nosso objetivo é chamar a atencao para essas questoes e
para a possivel existéncia de um ou mais ciclos limites.

Ciclos limites sao fundamentais em diversos fenomenos. Eles estao presentes, por exem-
plo, em circuitos elétricos, em diversos fenomenos fisiolégicos, em reacoes quimicas, em
economia e em dinamica populacional.
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Vimos, de fato, o modelo predador-presa de Lotka-Volterra, no qual as solugoes sao
periddicas. Nesse modelo nao hé ciclo limite, mas sim uma infinidade de solugoes peridédicas
envolvendo um ponto fixo do tipo centro nao-linear. O problema com esse modelo é que a
adicao de perturbagoes no sistema pode quebrar esse comportamento e as solucoes nao se
aproximarem mais de um comportamento periédico. O sistema, nesse caso, nao é robusto, ou
seja, o seu comportamento muda qualitativamente com pequenas perturbacoes. E desejavel
que modelos de fendmenos naturais sejam robustos, pois a propria modelagem envolve erros.
Um modelo de predador-presa mais realista é o de Holling-Tanner (veja Arrowsmith & Place
(1992)). Esse modelo tem a forma

%:r<1—£>x—w Y ,

=)

com r, k,w,d,s,b > 0. Para certos valores desses parametros, como, por exemplo, r = 1,
k=7 w=2d=1,s=02,eb=1. esse modelo apresenta um ponto fixo repulsor do
tipo foco e um ciclo limite atrator envolvendo o ponto fixo. Todas as érbitas, exceto o ponto
fixo, convergem para o ciclo limite (veja figura 3.3). Esse sistema é robusto, no sentido de
que esse comportamento qualitativo nao se altera para valores dos parametros proximos aos
mencionados acima. Para valores muito diferentes, porém, pode nao haver ciclo limite, ou
haver mais de um ciclo limite.

xT

Ficura 3.3. Esboco do diagrama de fase do sistema Holling-Tanner em z,y >
0, mostrando um ponto fixo repulsor envolvido por um ciclo limite atrator.

Um outro modelo classico é o de Van der Pol, que é o de um circuito do tipo LCR mas
com um resistor nao-linear. As equacoes para a corrente j e para a diferenca de potencial

Ve através do capacitor sao
dj .
L—==Vs—
dVe
C— =17.
a7
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O termo f(j) é o termo nao-linear da resisténcia, que dd uma diferenga de potencial Vi = f(j)
ao longo do resistor. Um resistor nao-linear caracteristico é do tipo cubico:

f(5)=3(* = 1).

Neste caso, o sistema tem um tnico ponto fixo em j = 0,V = 0. E possivel mostrar que
ha, também, um ciclo limite atrator envolvendo esse ponto fixo. O campo de vetores e o
diagrama de fase do sistema estao esbocados na figura 3.4.

(a) / (b)

///l \\‘ ///{ z ( _/ z

FiaurA 3.4. Esbogo do (a) campo de vetores e do (b) diagrama de fase do
sistema de Van der Pol.

Exercicios

3.1. Considere o sistema de equacoes diferenciais ordindarias

¥=1—-z—y,
y =yl —y).
Ache os pontos fixos do sistema, linearize em torno e cada ponto fixo e determine

se eles sao atratores, repulsores ou de sela. Em seguida, tente fazer um esboco do
diagrama de fase do sistema.

3.2. Considere o sistema
¥ =42 —y,
y =2 —2x—v.

(a) Trace a curva y = 4 — z? e determine as regioes no plano onde 2/ > 0, 2’ =0 e
x’ < 0.

(b) Trace a curva y = 2% — 2x e determine as regices no plano onde ' > 0, 3/ =0
ey <O0.

(¢) Ache os pontos fixos do sistema.
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(d) Determine a estabilidade de cada ponto fixo.
(e) Tente fazer um esbogo o diagrama de fase do sistema.



Respostas (Parciais) de Exercicios Selecionados

Capitulo 1.
1.1. Solucao geral: y(z) = Cysinx+ C; cos x, definida para € R, com parametros Cy,Cy €
R. Solugao particular com as condigoes iniciais dadas: y(x) = 2sinzx, para x € R. Solugao
particular com as condig¢oes de contorno dadas: y(x) = sinx + 2 cos z, para = € R.

1.2. Ttem (d).
dP

1.3. — =alP.
a

2.1. 2865 anos.

2.2. Solugdo particular: A(t) = (A(t — to)/2 + Ay*)?, definida para t € R. Procurando ¢,
tal que A(t;) = 4Ap, achamos o intervalo de tempo t; — ¢ty = 2A(1)/2//\.

2.3. Solugdo geral: r(t) = (3at/4m+C)'/3. Solucio particular: r(t) = (3a(t—to)/dm+rd)"/3,
definida para t € R. (a) Procurando t; tal que r(t;) = 2r(, achamos o intervalo de tempo
ty —to = 2873 /3a. (b) 16 segundos.

2.4. Solugao geral: P(t) = (a — b — Ce M)/, definida para t € R, com parametro C' € R.
Limite da solugao: limy_,., P(t) = (a — b)/A\.

2.5. Solucdo geral: K(t) = (AaJie’ /u+C)Y/?, definida para t € R, com parametro C € R.
Razdo capital-trabalho: K (t)/J(t) = (Aa/pu+ CJle=%)1/% parat € R. Limite dessa razao:
limy oo K(t)/J(t) = (Aa/p)'/?.

2.6. Solugao particular: h(t) = vot — gt*/2, definida para t € R. Tempo de voo: t = 2vg/g.
2.7. Solugoes particulares: h(t) = ho+(vgsina)t—gt?/2 e z(t) = (vo cos a)t, para t > 0. Mu-
dando a varidvel independente: t(z) = xsec a/vg e h(z) = ho+ (tan a)x — (g sec? a)z?/(2v3),

para z > 0.

2.8. A condigao h|,—1 = hy se traduz em hg + tan a — gsec? a/(2v3) = hy, que é equivalente
a vy = sec ar/g/(2(ho — h1 + tan«)). Essa condicdo tem infinitas solugdes (um vy > 0 para

241
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cada —7/2 < o < 7/2), desde que tana > hy — hg, que é uma condigdo geometricamente
natural (faga o desenho correspondente).

2.9. Solugao particular: y(x) = z(h/l — gpo/(2To) + gpoxr/(210)), para 0 < z < (. Para
nao formar barriga, precisamos de y(z) > 0. Como y(z) é parte de uma pardbola com
concavidade positiva e com uma das raizes em x = 0, entao é necessario e suficiente que a
outra raiz seja menor ou igual a zero, ou seja 2hTy > glp,.

2.10. (a) z(t) = Ce = para t € R, com parametro C' € R. (b) z(t) = 0, parat € R, e
x(t) = 2/(C —t?), para t # ++/C, com parametro C € R. (c) 2(t) = arcsin(sint + C) + n,
para t real tal que —1 — C' < sint < 1 — C, com parametros —1 < C < 1len € Z. (d) No
quadrante z,t > 0, z(t) = (t*?/3 + C)?, para t > 0, com parametro C' € R.

Capitulo 2.
2.1. (a) z,t € R. (b) > 0,t € R. (c) quadrantes z > 0,t >0ex < 0,t <0. (d) z,t € R.
(e)zteR )<z <l,teRex>1,teR. (g x,t €R. (h) x,t €R. (i) z £t (j)
x>2teR.

2.2. Seja z(t) = 1, para t € R. Como a fungao é constante, x'(t) = 0. Por outro lado
r(t)/2 —1=1-1=0. Logo, 2’ = 22 — 1. Agora, como f(t,x) = x'/2 — 1 est4 definida e
é continua por partes na regiao x > 0, t € R, que inclui o ponto (tg, z9) = (0, 1), entao ha
uma tinica solucdo de ' = z'/2 — 1 satisfazendo x(0) = 1, que é exatamente x(t) = 1, t € R.

2.3. Via separacio de varidveis, achamos z(t) = (t + C)%2, para t > —C, onde C € R.
Juntando com a solugdo z(t) = 0, achamos a solucao geral

(1) = 0, t< —C,
W 21 ope, >

com parametro C € R ou ' = —oo, correspondendo a solucao identicamente nula. A
unicidade local é valida exceto em =z = 0. E quando z(ty) = 0 para algum t,, entao, pela
férmula da solugao geral, z(t) = 0 para todo ¢t < 0, estabelecendo a unicidade no passado.
No futuro, ha vérias solugoes com z(tg) = 0, basta tomar C' > —t,.

2.4. Solugao geral:

(1) = 1, t < —=2C,
1+ (/2402 t> 20,

com parametro C' € R ou C' = —o0, correspondendo a solucao identicamente 1.



Respostas (Parciais) de Exercicios Selecionados 243

2.5. Solugao geral:

o(t) = x*, t<—-C/(1—-a),
¥+ (1 —a)t+ )V t>_-C/(1 - a),
com parametro C' € R ou C' = —o0, correspondendo a solucao identicamente x*.

2.6. Se tudo correr bem, o Scilab deverd abrir uma janela com a figura

10

-1 : : : : : : :
-20  -16  -12 -8 -4 0 4 8 12 16 20

Capitulo 3.
1.1. (a) As solugoes sao hipérboles. (b) As solugoes sao semi-circunferéncias (nao estao
definidas em y = 0). (c) As isdclinas sao hipérboles; as solugoes sao crescentes nos quadrantes
xy > 0 e decrescentes nos quadrantes xy < 0; as solugdes sao concavas para cima no
semiplano y > 0 e concavas para baixo no semiplano y < 0. (d) As iséclinas sao retas com
inclinacao 1; as solugoes sao crescentes na regiao y > x e decrescentes na regiao y < x;
as solugoes tém concavidade positiva em y > = + 1 e negativa em y < x — 1; a fungao
y(x) = x + 1 é uma solucdo particular que divide o plano em duas regides onde as solugoes
apresentam comportamentos distintos. (e) Este é semelhante ao item (d), correspondendo,
mais precisamente, a uma reflexao em relagao ao eixo horizontal. (f) Uma solugao é x(t) = 0;
as solugoes em x > 0 sao crescentes, enquanto que as solucoes em x < 0 sao decrescentes;
no semiplano z > 0, as solucdes tém concavidade positiva em t < —2/3 negativa em

—21/3 <t < 0 e positiva em ¢t > 0, com pontos de inflexdo em t = —2'/3 e t = 0; no
semiplano = < 0, as solucdes tém concavidade negativa em ¢ < —2/2, positiva em —2V/3 <
t < 0 e negativa em ¢t > 0, com pontos de inflexdo em ¢t = —2'/3 ¢ t = 0; as solucoes

parecem exponenciais ligeiramente deformadas perto do eixo x; na verdade, a solucao geral
tem a forma z(t) = Ce’’/3. (g) As is6clinas sio hipérboles; as soluces sio crescentes nos
quadrantes tx < 0 e decrescentes nos quadrantes tx > 0; no semiplano x > 0, as solucoes tém
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concavidade positiva em t < —1 et > 1 e negativa em —1 <t < 1, com pontos de inflexao
emt=—1et=1; nosemiplano x < 0, as solugoes tém concavidade negativa em t < —1 e
t > 1 e positiva em —1 <t < 1, com pontos de inflexao em ¢t = —1 e t = 1; a solugao geral é
x(t) = Ce /2, (h) As isdclinas sdo as cibicas x = m+1t3, m € R; as solugoes sdo crescentes
em z > t? e decrescentes em x < t3; a regiao de concavidade positiva é x > t*(t — 3) e a de
concavidade negativa é x < t?(t — 3). (i) As is6clinas sao as cibicas x = m — t*, m € R;
as solucoes sao crescentes em x > —t3 e decrescentes em x < t3; a regiao de concavidade
positiva é x > —t?(t — 3) e a de concavidade negativa é x < —t(t — 3).

1.2. Asisoclinas sao as retas y = 2x +m — 1. A regiao de concavidade positiva é y > 2z +1
e a de concavidade negativa é y < 2z + 1. A funcdo g(z) = 2x + 1 é uma solugao particular
da equacao que divide o plano em duas regioes onde as solugoes tém comportamentos dife-
rentes. A solugao particular y(z) que satisfaz y(0) = 0 estd abaixo da solucao g(z), tendo
concavidade sempre negativa. A solugao y(z) tem assintota 2z + 1 quando * — —oco. A
solugao y(z) é inicialmente crescente, se tornando decrescente a partir do ponto em que cruza
areta y =2z — 1.

2.1. (a) Um ponto fixo repulsor em = = 0 e um conector em = = 1. (b) Um ponto fixo
conector em x = 0, com as orbitas se aproximando de x = 0 pela esquerda e se afastando
pela direita. (c) Infinitos pontos fixos em x,, = nw + 7/2, n € Z, alternando entre repulsores
e atratores. (d) Um ponto fixo conector em x = 0 e um repulsor em = = 1. (e) Infinitos
pontos fixos em x, = nr/2, n € Z, alternando entre atratores e repulsores. (f) um ponto
fixo conector em = = 0, atraindo as dérbitas do lado esquerdo e repelindo as do direit0. (g)
Infinitos pontos fixos em x,, = 2nm, n € 7Z, todos conectores, com as Orbitas entre os pontos
fixos indo para a esquerda. (h) Um pontos fixo atratores em x = —1, um conector em z = 0
e um repulsor em x = 1. (i) Nenhum ponto fixo, hd apenas uma érbita ocupando toda a reta
e indo de x = —oo para & = +o0. (j) Nenhum ponto fixo, hé apenas uma érbita ocupando
toda a reta e indo de * = —oo para x = +o0o. (k) Como f(x) = = + e* é estritamente
crescente e converge para +oo quando x — +oo, ha um unico ponto fixo xy, dado por
" + e =0, que é o tnico zero de f(z). Este é um ponto fixo repulsor, com as érbitas &
esquerda e a direita de xq se afastando de zy. (1) Infinitos pontos fixos em z,, = 2nm — 7/2,
todos conectores, com as érbitas entre eles indo para a direita.

2.2. Veja as respostas do proprio exercicio 2.1.

2.3. (a) H4 duas solugoes estaciondrias: z(t) = 0 e z(t) = 1, definidas para ¢t € R; na regiao
x < 0, as solugoes sao crescentes com concavidade para baixo e convergindo para x = 0
quando t — oo; na regiao 0 < o < 1, as solugoes sao crescentes, vindo de x = 0 quando
t — —o0 e indo para r = 1 quando t — 00, com concavidade inicialmente para cima e
mudando para baixo depois do ponto de inflexdo, que ocorre quando z = 1/3; na regido
x > 1, as solugoes sao crescentes, com concavidade para cima e vindo de x = 1 quando
t — —oo. (b) HA uma tnica solugdo estacionaria, dada por z(t) = 0, t € R; em = < 0,
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as solugoes sao crescentes, com concavidade para baixo e convergindo para x = 1 quando
t — oo; em x > 0, as solugoes sao crescentes, com concavidade para cima, vindo de z = 0
quando ¢ — oo. (c) H4 infinitas solugoes estaciondrias e, entre elas, as solugoes alternam
entre crescentes e decrescentes, apresentando um ponto de inflexao e convergindo para os
pontos fixos adjacentes quando t — £o00. (d) H& duas solugbes estaciondrias, z(t) = 0 e
x(t) = 1, definidas para t € R; as solugoes em x < 0 sdo decrescentes e concavas para baixo,
vindo de x = 0 quando ¢ — —o0; as solugoes em 0 < x < 1 sao decrescentes, com um ponto
de inflexdo quando z = 2/3 e com assintotas z = 1 e x = 0 quando t — —o0 e t — —+00,
respectivamente; em x > 1, as solugoes sao crescentes e concavas para cima, vindo de z =1
quando t — —oo. (e) Semelhante ao item (c). (f) Semelhante ao item (b). (g) H4 infinitas
solugoes estacionarias e, entre elas, as solugoes sao decrescentes, apresentando um ponto de
inflexao e convergindo para os pontos fixos adjacentes quando t — Fo00. (h) H4 trés solugoes
estaciondrias, z(t) = —1, z(t) = 0 e x(t) = 1, definidas para t € R; em = < —1, as solugdes
sao crescentes e com concavidade para baixo, convergindo para x = —1 quando t — o0;
em —1 < x < 0, as solugoes sao decrescentes, com um ponto de inflexao, vindo de z = 0
quando t — —oo e indo para x = —1 quando t — oo0; em 0 < x < 1, as solugoes também
sao decrescentes, com um ponto de inflexao, vindo de + = 1 quando ¢ — —o0 e indo para
x = 0 quando t — o0; em x > 1, as solugoes sao crescentes e concavas para cima, vindo
de =1 quando t — —oc0. (i) As solugoes sao todas crescentes, sendo concavas para baixo
em x < 0 e concavas para cima em x > 0, com um ponto de inflexdo quando = = 0. (j)
As solugbes sao todas crescentes e concavas para cima. (k) H4 uma solugao estaciondria
x(t) = x*, t € RR; Abaixo de x*, as solugoes sao decrescentes e com concavidade para baixo,
vindo de z* e indo para —oo, enquanto que acima de x*, as solugoes sao crescentes e com
concavidade para cima, vindo de z* e indo para +oo. (1) Semelhante ao item (g), exceto que
as solugoes nao-estaciondrias sao crescentes.

2.4. Em todos os casos, temos uma solucao estacionaria correspondendo ao ponto fixo.
Na primeira linha de fase, todas as solugoes se aproximam do ponto fixo quando t cresce,
convergindo para o ponto fixo quando t — oco. Na segunda linha de fase, as solugoes se
afastam do ponto fixo, vindo do ponto fixo em ¢ — —oo. Na terceira linha de fase, as solugoes
abaixo do ponto fixo se aproximam dele e as solucoes acima, se afastam. Na quarta linha de
fase, as solucoes abaixo do ponto fixo se afastam dele e as solugoes acima, se aproximam.

2.5. Ha trés solucoes estacionarias, assumindo, digamos, valores ;1 < x5 < 3. Em x < xq,
as solugoes sao crescentes, convergindo para x; quando t — oo, podendo apresentar sempre
uma concavidade negativa. Em x; < x < x4, as solucoes sao decrescentes, apresentando pelo
menos um ponto de inflexao e com limites x5 e 1 quando t — —o0 et — 00, respectivamente.
Em x5, < x < x3, as solugoes sao crescentes, apresentando pelo menos um ponto de inflexao
e com limites x5 e x3 quando t — —o0 e t — 00, respectivamente. Em x > x3, as solugoes
sao decrescentes, podendo apresentar concavidade sempre positiva e convergindo para x3
quando t — oo.
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2.6. limy_, o x(t) = 1.

2.7. Observe, primeiramente, que f(x) é continuamente diferencidvel em x € R, logo, vale
a existéncia e a unicidade de solucoes. Observe, agora, que a linha de fase apresenta um
infinidade de pontos fixos, em x = +1/(nw), n € N, se acumulando na origem = = 0, que
também é um ponto fixo. Os pontos fixos se alternam entre atratores e repulsores, exceto
pelo ponto fixo x = 0, que nao é nem atrator, nem repulsor, nem conector.

2.8. A linha de fase apresenta um ponto fixo conector em x = 0 e um ponto fixo atrator em
x = 3/2. A solucao particular z(t) com z(0) = 1/2 é crescente, converge para = 0 quando
t — —o0, converge para x = 3/2 quando t — 400, é concava para cima até alcancar o valor
xr = 1, onde apresenta um ponto de inflexao e passa a ser concava para baixo. A solucao
particular x(t) com x(0) = —1 é sempre crescente e concava para baixo, convergindo para
r = 0 quando t — oo.

2.9. lim; oo z(t) = 1 e limy,_ x(t) = 0.
2.10. /=1
2.11. f(z)=(1 —2)x(z —1).

2.12. (a) Este caso s6 estd definido para x > 0. A linha de fase apresenta um ponto fixo
atrator em x = z,. (b) Este caso s6 estd definido para x # z,/«a, o que divide a linha de
fase em dois intervalos, a menos que @ = 1, que se reduz ao caso de taxa de crescimento
especifico constante. Para a < 1, temos um ponto fixo atrator em = = xz,. Para a > 1,
temos um ponto fixo repulsor em = = x,. Observe que o caso mais realista é « < 1. (c) Este
caso sé estd definido para z > 0. H& um ponto fixo repulsor em x = 0 (repulsor por um
lado, pois pelo outro lado a equagao nao esta definida) e um ponto fixo atrator em x = z,.
(d) H& um tnico ponto fixo atrator no (dinico) ponto em que A — az — fe~* = 0.

2.13. Basta usar a regra da cadeia para derivacao

2.14. (a) Usando a regra da cadeia para derivar r(t) = K(t)/J(t), achamos r' = Xar!=0—pur.
A regiao de existéncia e unicidade é {(r,t); » > 0,¢ € R}. (A funcdo é continua na reta
r = 0, também, mas essa reta nao estd no interior da regido de definigdo da funcao.) (b)
A linha de fase na semi-reta r > 0 possui um tinico ponto fixo r* = (Aa/u)(1/6), que é um
ponto fixo atrator. O limite procurado é exatamente r*.

3.1. (a) As solugoes em = < 0 e x > 1 explodem em tempo finito no futuro. (b) As solugoes
em x < 0 explodem em tempo finito no passado, enquanto que as solugoes em x > 0 explodem
em tempo finito no futuro. (c¢) Nao ha solugao ilimitada. (d) As solugoes em z < 0 e z > 1
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explodem em tempo finito no futuro. (e) Nao ha solugao ilimitada. (f) As solugdes em = < 0
explodem em tempo finito no passando, enquanto que as solugoes em z > 0 explodem em
tempo finito no futuro. (g) Nao ha solucao ilimitada. (h) As solugbes em z < 1 explodem
em tempo finito no passado, enquanto que as solucoes em x > 1 explodem em tempo finito
no futuro. (i) Todas as solugdes explodem em tempo finito no futuro e no passado. (j) Todas
as solugoes explodem em tempo finito no futuro. (k) Nao hé solugado ilimitada. (1) Nao ha
solucao ilimitada.

3.2. (a) A linha de fase apresenta um ponto fixo conector em z = 0 e um ponto fixo atrator
em z = 3. (b) As solugoes em z < 0 sao crescentes, com concavidade negativa e explodem
em tempo finito no passado; as solugoes z(t) = 0 e z(t) = 1, t € R, sdo estaciondrias; as
solucoes entre 0 < x < 1 sao crescentes, com concavidade positiva em 0 < z < 2 e negativa
em 2 < x < 3, apresentando um ponto de inflexao quando x = 2; as solugoes em x > 3 sao
decrescentes, com concavidade positiva e explodem em tempo finito no passado. (c) ¢ = 3.

3.3. (a) A linha de fase apresenta um ponto fixo conector em x = 0, um ponto fixo atrator
em x = 10/3 e um ponto fixo repulsor em = = 6. (b) As solugoes em x < 0 sdo crescentes,
com concavidade negativa e explodem em tempo finito no passado; as solugoes z(t) = 0,
x(t) = 10/3 e x(t) = 6, definidas para ¢t € R, sdo estaciondrias; as solugoes em 0 < z < 10/3
sdo crescentes, apresentando um ponto de inflexdo quando = = 2; as solugoes em 10/3 < = <
6 sao decrescentes, apresentando um ponto de inflexao em x = 5; as solugoes em x > 6 sao
crescentes, explodindo em tempo finito no futuro. (c) As unicas solugdes nao-estaciondrias
cujos limites (_ e £, existem sdo as que estdo em 0 < z < 10/3 e 10/3 < = < 6; em
qualquer caso, ¢, = 10/3. Para o calculo das inflexdes, observe que, ap6s alguma aritmética,
2" =12x(z — 5)(x — 2)a’.

3.4. Os pontos fixos sao zg = 0 e x1 = 1 — /. Entao a discussao passa por localizar x;
em relacao a xy. Se a = 3, temos apenas um ponto fixo conector em zqg = x; = 0, com
a populacao de infectados convergindo para zero. Se o < [ temos um ponto fixo repulsor
em z; = 1 — /a < 0 e um ponto fixo atrator em xy = 0, com a populagao de infectados
convergindo para zero, novamente. Se o > 3, temos um ponto fixo repulsor em zq = 0 e
um ponto fixo atrator em x; = 1 — 3/, que estd estritamente entre 0 e 1, com a populagao
de infectados convergindo para x1 = 1 — /a. Quanto menor 5 em relagdo a «, maior a
populagao final de infectados.

3.5. Os pontos fixos sdo z, = a e z;, = b/2. Os diagramas variam de acordo com as
condigoes a < b/2, a = b/2 e a > b/2. Em qualquer caso, ' = (a — z)(b — 2x)? é positivo
para x < min{z,, zy}. Logo, partindo de x(0) = 0, teremos lim; ., z(t) = min{z,, x,} > 0.
De z + y = a tiramos a concentragao limite restante y = a — min{z,, z,} e de 2z + z = b,
tiramos a concentragao limite restante z = b — 2min{x,, z}.

3.6. Da reagao quimica, temos 2’ = kyax — kyx?, cujos pontos fixos sdo xg = 0 e x, = k1a/kKs.
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Observe pelo grafico de x — kjax — Kox? que x, é um ponto fixo atrator que atrai todas as
solugoes com condigoes iniciais positivas. Logo, a concentracao de X se aproxima de x,.

3.7. Na equacao da primeira estagao, temos um tnico ponto fixo em z; = a/f = 2ppm, que
atrai todas as érbitas, enquanto que na segunda, temos um tinico ponto fixo x5 = (a/7)"/? =
3ppm, que também atrai todas as orbitas. Como x; < x5 a primeira estacao de tratamento
¢é mais potente.

3.8. (i) Naregidao V > 0 (que ndo inclui V = 0!) a fungao V + 120 —4V/4 é continuamente
diferenciavel, logo, vale a unicidade das solugoes. (ii) A linha de fase apresenta um ponto
fixo atrator global em V, = 810.000 litros. Logo, o volume tendera a aumentar até o limite
méximo de 810 mil litros. Como V' = [h?/3 e | = 300cm, o nivel da dgua ird aumentar até
o limite maximo de h, = 3V,/l = 90cm. Portanto, o recipiente deve ter no minimo noventa
centimetros para que a agua nao tranborde.

3.9. v = —g — B|v|v/m. A velocidade limite é v, = —\/mg/[.
3.10. v = —g — av/m — [Blv|v/m. A velocidade limite é v, = (v — /a2 + 4mg)/(203).

3.11. (i) A funciio W +— X — BW3/* é continuamente diferencidvel na regido W > 0 (que
nao inclui W = 0), logo ha unicidade de solugdes nessa regiao. Como o tnico ponto fixo
6 W, = (MB)**, que é positivo, a unicidade da solugdo estaciondria correspondente estd
garantida. O diagrama de fase apresenta um tnico ponto fixo atrator em W,. (ii) A primeira

relagio é W; = ()\;/3)3 e a segunda, \; = ﬁW?/A‘.

4.1. (b), (f) e (k) sdo qualitativamente equivalentes entre si; (c) e (e) também; e (i) e (j)
também.

4.2. Com dois pontos fixos, temos 8 linhas de fase qualitativamente diferentes. Com trés
pontos fixos, temos 16 linhas de fase. Com n pontos fixos, temos 2"*! linhas de fase.

4.3. Apenas dois: um com b atrator e ¢ repulsor e outro com b repulsor e ¢ atrator.

4.4. Os pontos de bifurcacao sao = 0 e p = 1. Temos quatro tipos de diagrama de fase,
correspondendo a p<0eO<pu<l,pu=0p=1lep>1. Empu<0e0 < pu <1, temos
dois pontos fixos atratores, com um ponto fixo repulsor entre os dois atratores; em p = 0,
temos um ponto fixo atrator e um conector; em p = 1, temos um ponto fixo conector e um
atrator; em p > 1, temos um ponto fixo atrator.

4.5. Os pontos de bifurcagao sao A = 0 e A = 1. H4& trés tipos de diagrama de fase,
correspondendo a A < 0,0 < A< leAd>1e A =1 Em A <0, temos um ponto fixo
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repulsor; em 0 < A < 1 e A > 1, temos dois pontos fixos repulsores e um atrator entre os
dois repulsores; e em A = 1, temos um repulsor e um conector.

4.6. O diagrama de bifurcagao nao apresenta nenhum ponto de bifurcacao, com as linhas
de fase sendo qualitativamente equivalentes para todos os valores de A. Temos, sempre, um
ponto fixo atrator em z, = 0.14(A—2)1/3/10, atraindo todas as solugoes, logo lim,_.., x(t) =
xy). Para que z, < 0.1, devemos ter A < 2. Para que x), < 0.2, devemos ter A < 3.

4.7. Os pontos de bifurcacao sao A =1e A = 2. Em A\ < 1, temos um ponto fixo atrator
dado por z = 1; em A = 1, temos um ponto fixo conector dado por z = 0 e um atrator dado
por x = 1; em 1 < A < 2, temos dois pontos fixos atratores e um ponto fixo repulsor no
meio; em A = 2, temos um ponto fixo atrator e um conector; em \ > 2, temos, novamente,
dois pontos fixos atratores com um repulsor no meio.

4.8. (a) Os pontos de bifurcacao sao A=0e A =8. (b) A = —4.

4.9. Para A entre 1.000 e 8.000.

4.10. (i) A = 0 nao é ponto de bifurca¢ao no caso ¢ = 0. (iii) os pontos de bifurcagao sao
A = +2(g/3)%2.

4.11. Para a < 0.

4.12. Para a > 0.

4.13. Pontos de bifurcacdo: a =0 e a = 1. O limite é satisfeito quando o < 1/2.

4.14. Pontos de bifurcacdo: o =0 e a = 1. O limite é satisfeito quando « > 1/4.

4.15. O diagrama tem um tunico ponto de bifurcacao em h = \. Para h > A, a pesca
é predatoria, pois lim; ., x(t) = 0, para toda solu¢ao com z(0) > 0, enquanto que para
0 < h < A, as solugbes com x(0) = 0 satisfazem lim; ., z(t) = (h — A)/y > 0 e a pesca se

estabiliza em um nivel sustentéavel.

4.16. E preciso separar os casos T, = /v, x, > A/y e x, < A/7y. O tnico que apresenta
pontos de bifurcagdo é x, > A\/. Nesse caso, sao dois os pontos de bifurcagao, dados por

pt = x4 (A —yxy)/(v4 — x,), onde x4 = x, £ \/x. (T, — A/7).
4.17. Basta usar a regra da cadeia para calcular 3.

4.18. Os pontos de bifurcacao sao \; = 0 e A\, = a?/4. No caso em que a = 10, temos
que o segundo ponto de bifurcacao é Ay = 9. Como A = 9 estd entre os dois pontos de
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bifurcacao, o diagrama de bifurcacoes apresenta trés pontos fixos: um atrator em zy = 0,
um repulsor em z; = 1 e outro atrator em x9 = 9. Como z(0) = 10 é maior que todos os
pontos fixos, a solugao correspondente converge para o ponto fixo atrator x5 = 9. Logo, o
limite da concentracao quando t — oo é x = 9.

Capitulo 4.
1.1. (a) z(t) = — In(C —t), definida para t < C', com parametro C' € R. (b) A solu¢ao geral
pode ser dividida em quatro férmulas: as duas solugbes estacionarias x(t) = 0 e z(t) = \/7,
definidas para todo t € R; as solugoes z(t) = M\/(y + Ce ) definidas para todo t € R,

no caso do parametro C' > 0; e as solugoes z(t) = \/(y + Ce ) definidas para todo
t # (1/X) In(—C/~), no caso do parametro C' < 0. (c) A solucao geral pode ser dividida em
cinco férmulas: as trés solucdes estacionarias z(t) = —v/A, z(t) = 0 e x(t) = V'), definidas

para todo t € R; as solugdes x(t) = £4/\/(1+ Ce~2M), definidas para todo t € R, no
caso do parametro C' > 0; e as solugdes z(t) = F/A/(1+ Ce 2M), definidas para todo
t > —(1/2X)In(—1/C), no caso do parametro C' < 0. (d) A solucdo geral pode ser definida
em duas formulas: as solugdes estacionérias z(t) = 7/2 + nw, parat € R, onde n € Z, e
as solugoes nado-estaciondrias x(t) = arctan(t + C') + nm, parat € R, onde C € Ren € Z.
(e) A solucdo geral é formada pela solu¢do estaciondria z(t) = 0, t € R; pelas solugdes
z(t) = (C + t*/4)* definidas para todo ¢t € R, no caso do parametro C' > 0; e pelas solugoes

(=Cy +t2/4)%, t < —2\/C7,
[L’(t) == 0, —2\/ Ol S t S 2\/ 02,
(—Co+12/4)%, t > 2y/Cy,

no caso dos parametros Cp,Cy > 0. (f) A solucdo geral é formada pela solucao estacionaria
z(t) = 0, para t € R, pelas solugdes z(t) = £+/1/(C — 2cost), definidas para todo t € R,
no caso do parametro |C| > 2, e pelas solugdes z(t) = £4/1/(C —2cost) definidas para
t # arccos(C'/2), no caso do parametro |C| < 2. (g) xz(t) = Ct/(1 —t) — 1, definida para
t # 1, com parametro C' € R. (Observe que em t = 0, a solugao faz sentido e satisfaz
2'(t) = (z(t) + 1)/(t — t?), apesar de (x 4+ 1)/(t — t*) nao estar definido para t = 0 e x
qualquer.) (h) x(t) = arcsin(t*/3 4+t + C') + nm, definida para todo ¢ € R, com parametros
CeRenelk.

1.2. Use os métodos geométricos em conjunto com as férmulas das solugoes para fazer o
esboco.

1.3. (a) S6 hd uma érbita, formada pela reta toda, correspondendo as solugoes x(t) =
—In(C—t),t < C, com C € R. (b) H4 cinco érbitas: |—o0, 0], {0},]0, 1], {1},]1, oo[. A érbita
] — 00, 0[ corresponde as solugdes z(t) = \/(y + Ce ™), t < (1/X)In(—C/7), quando C' < 0;
a orbita {0} corresponde a solugao estaciondria z(t) = 0, t € R; a drbita ]0, 1] corresponde
as solugoes z(t) = \/(y + Ce ™), t € R, quando C > 0; a 6rbita {1} corresponde a solugao
estaciondria z(t) = 1, t € R; e a 6rbita |1, oo[ corresponde as solucoes z(t) = /(v + Ce™),
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t > (1/A) In(=C/7), quando C < 0. (c) H4 sete érbitas: |—oo, —vVA[, {=v/A}, |—=V/\, 0], {0},
10, VA, {VA}, ]VA, 00]. As trés solugdes estacionarias z(t) = —v/A, z(t) = 0 e z(t) = VA,
definidas para todo t € R, correspondem as érbitas {—v/A}, {0} e {V/A}, respectivamente; as
solugdes z(t) = /A/(1+ Ce=2M), t € R, quando C > 0, correspondem & drbita |0, V[; as
solugdes z(t) = —/A/(1 + Ce=2M), t € R, quando C > 0, correspondem & 6rbita | — /A, 0;
as solugdes z(t) = \/A/(1+ Ce=2M), t > —(1/2)X)In(—1/C), no caso C' < 0, correspondem
a érbita VA, 0o[; e as solugdes z(t) = —/A/(1 + Ce=2M) ¢ > —(1/2)\)In(—1/C), no caso
C < 0, correspondem & érbita | —oo, —v/A[. (d) H4 infinitas érbitas, dadas pelos pontos fixos
{m/24n7r} e por |—m/24+nnm, 7 /24nn[, onde n € Z. Cada ponto fixo {w/2+n7} corresponde a
solucdo estaciondria x(t) = m/24nm, t € R, enquanto que cada érbita {|—m/24+nm, 7 /24+nxr[}
corresponde as solugdes nao-estacionarias x(t) = arctan(t + C') + nm, t € R, onde C' € R.

1.4. y(x) = 1/(1 —sinx), definida para x no intervalo | — 7/2, 7/2].

1.5. (a) A solugao geral é composta pela solucdo estacionaria z(t) = 1, ¢t € R, e pelas
solucoes nao-estaciondrias z(t) = 1+ 1/(C — t), definidas para t # C, onde C' € R. (b) A
solugao estaciondria z(t) = 1 é obviamente constante, representada por uma reta horizonta,
as solugoes z(t) = 1+1/(C—t) emt > C, C € R, sao crescentes, com concavidade para baixo,
explodindo em tempo finito para tras no tempo (quando ¢ decresce para C') e convergindo
para x = 1 quando ¢ tende a infinito; as solugbes z(t) = 14+ 1/(C—t)em t < C, C € R, s@o
crescentes, com concavidade para cima, explodindo em tempo finito para frente no tempo
(quando t cresce para C') e convergindo para z = 1 quando ¢ tende a menos infinito.

2.1. (a) y(z) = z/(In|x| + C), para x # 0 e |z| # €, onde C € R. (b) y(x) = z(3In|z| +

C)'/3 para x # 0, onde C' € R. (c) y(x) = x(arcsin(In |z| + C) + n7) para z # 0, onde
CeRenclk.

2.2. y(z) = zv/Inx? + 4, para z no intervalo Je™2, oo].

2.3. y(z) = z(31In(x) + 8)'/3, para x no intervalo ]0, ool.

2.4. Solugao geral: y(x) = arccos(ln |z| + C) + nm, definida para = # 0, onde C' € R e
n € Z. Solugao particular: y(z) = arccos(lnx). Maior intervalo de definigdo dessa solucao
particular: = > 0.

2.5. Basta usar a regra da cadeia pare escrever

dr  drdydx

d6  dydx df

e depois usar a propriedade de homogeneidade h(r cos@,rsin@) = h(cos6,sin@).
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3.1. Basta dividir uma equagao separdvel da forma z’ = ¢(t)f(z) por f(x) para chegar na
equacao exata

1 dz

—g(t) + ot

3.2. Apenas (b) e (c) sao exatas.

3.3. (a) zy + 2?/2 +siny = C. (b) z%cosy +ay —2°/5=C. (c) " + 2y +y*/2 = C, (d)
xcosy +y? =C.

3.4. n=3.

4.1. (a) homogénea; (b) linear; (c) linear; (d) separavel; (e) linear; (f) exata; (g) nenhuma
das opgoes; (h) separdvel; (i) linear; (j) nenhuma das opgdes; (k) homogénea; (1) nenhuma
das opcoes.

4.2. 23y + 2%siny = C.

4.3. (a) m=2,n=1. (b) a*y* + 23y* = C.

4.4. (a)p=3. (b) ®+ 2ty +2°y* =C.

4.5. (a) z(t) = C* +t/k — 1/k* parat € R, onde C € R. (b) z(t) = (xg + 1/k*)e F +
t/k —1/k? parat € R. (c) Se 7y < 0, entdo mingsx(t) = z(0) = z¢. Se o > 0, entdo
mingso z(t) = (1/k%) In(k*zo + 1).

4.6. y(x) = (x+1)*/4+ C/(x + 1), para z > —1, onde C € R.

4.7. (a) y(z) = Ce " +92°—62+2, parax € R, onde C' € R. (b) y(z) = Ce**—2cosr+sinz,
para x € R, onde C' € R.

4.8. (a) y(t) = Ce " +2. (b) lim,_o y(t) = 2.

K2 At K2 At w
5 <cos wt + - sin wt), para t > 0.

49. Tt =Ty - T, — —— —nt T+ ——
(*) <0 K2 + w? ¢t +/<52+w

Jo Ao h Cxot , Jo A h wo.
4.10. (a) S(t) = (SO_)\_O_ N+ e +)\_o+ YR coswt+)\—081nwt ,t>0.

S A1

2Nl Ly, 50— %~ e
= )\O S-I— B E . Zw)\(%fl
Ao ()\g+w2)2

i
+5 20y 770/
057> 5 T P
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4.11. Aproximadamente oito dias.

4.12. Basta usar a regra da cadeia:
dz  1dy 1 g(x)

dr | grdr —?(g(x)y +h(x)y?) = Ty hz) = —g(x)z — h(z).

4.13. A solucao geral é composta pelas solugoes estaciondrias y(x) = 0, y(x) = 1, para
x € R, e pelas solugbes nao-estaciondrias y(z) = 1/(1 + Ce”), para z € R, se C' > 0, e para
x #In(—1/C), se C < 0.

4.14. Basta usar a regra da cadeia:

3_; == 9>?/_Gj—i = (1=0)y"(—g(@)y + h(z)y’) = —=(1 = )z + (1 — O)h(x).

4.15. z(t) = (Ce P13 + a/B)3.

Capitulo 5.
1.1. Solugao geral: z(t) = Cy + C1t?/2, t € R, para Cy, C; € R.
1.2, z(t) = 2/(1 — 2t), definida no intervalo ¢ < 1/2.

1.3. Solugao geral: x(t) = Cy + Coe " + 12 /2k — t/k?, definida em t € R, para C;,C, € R.
Solugao particular: x(t) = xg + vo/k + 1/k* — (vo/k + 1/k3)e ™k + 12 )2k — t/k?, definida em
teR.

1.4. vy > /2gR%/(R + hy).
1.5. h=2gR*/(29R — v§) — R = Ru§/(2gR — vg) > 0.

1.6. z(t) = 2%, t € R.
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arrasto, 11 homogénea, 90
linear de primeira ordem, 99
bifurcacgao, 78 linear de segunda ordem, 115
diagrama de, 78 nao-autéonoma, 9, 47
ponto de, 78 ordem de uma, 8
tipo sela-né, 80 separavel, 25, 87
transcritica, 81 equivaléncia qualitativa, 77
tridente, 82 explosao

algébrica, 66
em tempo finito, 66
exponencial, 66

catendria, 112
ciclo limite, 238-241
competicao entre espécies, veja modelo

condicao de Euler, 93 férmula de Liouville, 139

condicoes férmula de variacao de parametros, 142
de contorno, 24 fator de integracao, 98
iniciais, 21-23

continuidade Lipschitz, 40 hamiltoniano, 204

convergéncia para um ponto fixo Holling-Tanner, veja modelo

algébrica, 64, 76
em tempo finito, 64, 76
exponencial, 64, 76

integral (de um sistema conservativo), 196
iséclinas, 47, 53, 226-241

corda suspensa, veja modelo juros compostos, 21
corpo em queda livre, 9, 20, 23, 29, 75, 109, 205
crescimento populacional, 14 lei de agao das massas, 70
lei de correntes de Kirchhoff, 122
decaimento radioativo, 12, 21, 26, 47, 58, 72, 92 lei de Henry, 122
diagrama de bifurcagao, veja bifurcagao lei de Hooke, 119, 211
diagrama de fase, 57, 146 lei de Ohm, 121
dinamica populacional, 14, 60, 61, 78, 86, 199, lei de voltagem de Kirchhoff, 122
236, 239 ligacao de sela, 192

linha de fase, 57, 63, 69

energla Lotka-Volterra, veja modelo
cinética, 205
potencial, 205, 212-217 método
equagao caracteristica, 117 de Euler, 35
equagao diferencial, 8 de Picard, 36, 38
autonoma, 9, 53 meia-vida (de um elemento radioativo), 13, 23, 28
exata, 92 modelagem molecular, 219
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modelo

da corda suspensa, 18, 24, 30, 111

de circuito elétrico, 121, 136, 240

de competicao entre espécies, 227-233

de descompressao em mergulho, 104

de dieta, 75

de difusao de calor, 58, 100, 103

de difusao de substancia téxica, 103

de Duffing, 212, 221, 225

de filtragem industrial, 75

de Holling-Tanner, 240

de langamento de projétil, 113

de propagacao de doencas, 74

de queimada, 28

de reacgoes quimicas, 70, 74, 86

de Solow para o crescimento econémico, 29, 62

de um forno industrial, 85

de Van der Pol, 240

do péndulo amortecido, 224

do péndulo em rotagao, 211

do péndulo nao-amortecido, 206

do sistema massa-mola, 119, 125, 133, 136,
144, 146, 165, 211

logistico, 60, 61, 78, 79, 81, 86

movimento de particula em campo magnético,
170

predador-presa de Lotka-Volterra, 199

orbita, 56, 146, 149
heteroclinica, 192
homoclinica, 192
regular, 190

péndulo, veja modelo

plano de fase, 146

polinémio caracteristico, 117

ponto fixo, 56, 164, 168, 181
atrator, repulsor, conector, 58
atrator, repulsor, de sela, 186
foco, do tipo no, 186
hiperbdlico, 185, 234

pontos fixos, 183

ppm, 73

predador-presa, veja modelo

principio da superposigao, 117

quantidade conservada (de um sistema
conservativo), 196

reagoes quimicas, veja modelo

reducao de ordem, 109, 112
ressonancia, 135, 136

Saccharomyces
cerevisiae, 17
separatrizes de sela, 192
sistema
conservativo (ou integravel), 196-217
de equagoes diferenciais, 143
dissipativo, 223-225
hamiltoniano, 203-217
linear, 144
atrator, 165
autéonomo homogéneo, 145
autonomo nao-homogéneo, 145, 168
com autovalores complexos, 157, 159
com coeficientes constantes, 145
de sela, 165
degenerado, 165
diagonalizavel, 150, 159
do tipo centro, 165
do tipo foco, 165
do tipo né, 165
homogéneo, 144
nao-diagonalizavel com autovalores reais,
153, 159
repulsor, 165
nao-conservativo, 223-241
solugao
da equagao homogénea, 127
geral, 21, 127
particular, 21, 127
solugoes
existéncia de, 33-38, 182
nao-unicidade de, 38-44, 63
unicidade de, 38—44, 63, 182

taxa de crescimento especifico, 15, 16
tempo de geragao, 15

Van der Pol, veja modelo

Wronskiano, 138



